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ГЕОМЕТРИЧЕСКОЕ И КОМПЬЮТЕРНОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

ОСНОВНЫХ ОБЪЕКТОВ ФОРМООБРАЗОВАНИЯ 
ТЕХНИЧЕСКИХ ИЗДЕЛИЙ

А. А. Ляшков 

Омский государственный технический университет,
Россия, 644050, г. Омск, пр. Мира, 11

Рассмотрено геометрическое и компьютерное моделирование основных объектов формообразова-
ния технических изделий: огибающей, обволакивающей и удаляемых слоев на основе разработанной 
единой методологии. Проведенные исследования дискриминанты двумерных поверхностей и трехмер-
ных гиперповерхностей позволили предложить определение огибающей и обволакивающей семейств 
линий и поверхностей с единых позиций аналитическими и численными методами соответственно. Эта 
методология развита для выполнения 3D-моделирования средствами САПР как обволакивающей, так 
и удаляемых слоев. Полученные поверхностные модели вспомогательных поверхностей использованы  
при анализе влияния на форму огибающей семейства профилей параметров формы образующей 
линии, а также параметра установки изделия относительно инструмента.
   
Ключевые слова: геометрическое и компьютерное моделирование, объекты формообразования,  
огибающая, обволакивающая, срезаемые слои.

Введение 

Формообразование поверхностей деталей яв-
ляется важной конструкторской и технологиче-
ской задачей при производстве различных изделий  
в ряде отраслей машиностроения [1–4]. В этой  
задаче значительное место отводится решению  
вопросов, связанных с взаимодействием изделия 
и инструмента [5]. Поверхность изделия, полу-
чаемая после её обработки инструментом, будет  
состоять из огибающей семейства поверхностей 
[6] и, часто, переходных кривых. Поэтому наряду 
с разработкой математической модели огибающей 
в процессе формообразования решаются вопросы 
по установлению модели реальной поверхности — 
обволакивающей [7]. Для получения огибающей  
и обволакивающей семейств линий и поверхно-
стей разработано множество методов, основанных 
на различных подходах к получению этих объектов 
формообразования. Большинство из них использу-
ют методы дифференциальной геометрии или ки-
нематический метод. В последнее время активно  
и успешно для моделирования формообразования 
поверхностей применяются возможности совре-
менных компьютерных технологий [8–15].

Кроме огибающей и обволакивающей в прак-
тических приложениях часто требуется получение 
моделей удаляемых слоев [16]. Для исследования 
удаляемых слоёв используются методы, отличаю-
щиеся от методов, применяемых при моделирова-
нии огибающей и обволакивающей поверхности. 
При этом, как правило,  в известных литературных 
источниках рассматривается исследование только 
одного из объектов формообразования, причем раз-
личными методами. 

Таким образом, основными объектами формо-
образования являются огибающая, обволакивающая  
и удаляемые слои. При их моделировании во мно-
гих задачах остается ряд недостаточно решенных 
или совсем не решенных вопросов. Это связано 

с отсутствием единой методологии, которая по-
зволяла бы при необходимости определять дис-
криминанту и обволакивающую семейств линий  
и поверхностей, а также удаляемые слои, используя 
при этом в полном объеме возможности современ-
ного геометрического, полигонального и твердо-
тельного компьютерного моделирования.

 
Постановка задачи моделирования  
формообразования поверхностей

Исследование огибающей семейства линий 
или поверхностей проводится во многих работах.  
В своём большинстве они основываются на методах 
дифференциальной геометрии либо на кинемати-
ческом методе. В своей основе в этих методах вы-
полняется получение уравнения, устанавливающего 
связь параметров линии или поверхности и пара-
метра их семейства. Как правило, в прикладных 
задачах это уравнение является трансцендентным, 
что сопряжено с  существенными трудностями как 
при его решении, так и определении огибающей  
в целом.

Ещё одно направление определения огибающей 
семейства линий или поверхностей базируется на 
исследовании дискриминанты поверхности или  
гиперповерхности. Эти поверхности и гиперпо-
верхности образуются в результате отображения  
семейств линий и поверхностей, получаемых в про-
цессе формообразования, в пространство большей 
размерности. Его размерность на единицу больше, 
чем размерность пространства, в котором находят-
ся линии и поверхности [17–20]. В этих работах, 
в основном, определяется ряд дифференциальных 
характеристик дискриминанты двумерной поверх-
ности или алгебраической поверхности большей 
размерности. В работе [21] предлагается определять 
точки дискриминанты по уравнению поверхности, 
заданным в неявной форме, а также уравнениям, 
содержащим дифференциальные параметры этой 
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поверхности. Расчет дискриминанты выполняется 
методами вычислительной математики и нелиней-
ного программирования, что является непростой 
задачей. Анализа дискриминанты и криминанты  
такой поверхности не приводится. 

Исследованию особенностей отображения ор-
тогональным проецированием алгебраических по-
верхностей различной размерности посвящены  
работы [18, 19, 22] и др. Так, в работе [19] показаны 
примеры получения дискриминанты гиперповерх-
ности, заданной многочленом. Отображению орто-
гональным проецированием некоторых двухмерных 
и трёхмерных поверхностей на плоскость и гипер-
плоскость посвящены работы [23–24]. 

Анализ этих работ показывает, что исследова-
ние особенностей отображения ортогональным 
проецированием поверхностей и гиперповерхно-
стей на плоскость и гиперплоскость позволяет ре-
шать задачи по определению огибающей семейства 
линий или поверхностей как аналитическими, так  
и численными методами, что в ряде случаев наи-
более эффективно. Ниже предлагаются результаты 
исследований отображения ортогональным проеци-
рованием двухмерной поверхности и трехмерной 
гиперповерхности, при различных формах их зада-
ния, на координатную плоскость и гиперплоскость.

 
Теория

Огибающая семейства линий или поверхностей 
как дискриминанта поверхности или гиперповерх-
ности. Пусть исследуемая двумерная поверхность 
задана уравнением в неявном виде

                                     F(x,y,z)=0                            (1)

и она отображается ортогональным проецировани-
ем на координатную плоскость XY. Особенностью 
этого отображения является дискриминанта или 
очерк поверхности. Соответствующая ей линия на 
поверхности — криминанта или контурная линия. 
В точках криминанты касательная плоскость к по-
верхности, причём параллельная координатной оси 
Z записывается уравнением вида 

                               F
z
(x,y,z)=0.                       (2)

Предложено рассматривать уравнение (1) как 
уравнение новой поверхности. Тогда уравнения (1) 
и (2) определяют их линию пересечения, являющу-
юся контурной линией поверхности (1). Выполнен-
ные исследования показывают, что точки на кривых, 
получаемых в пересечении поверхности плоскостя-
ми, параллельными координатным плоскостям XZ  
и YZ, являются экстремальными. Секущие плоско-
сти при этом параллельны координатной оси, ко-
торая задает направление проецирования — ось Z 
(рис. 1). Такие точки могут включать точки складки, 
точки сборки и особые точки поверхности.

Исходя из этого, дискриминанта D поверхности 
является объединением множества экстремальных 
точек, связанных зависимостью

                                                      ,

если уравнение (1) записать в явном виде y=f(x,z),  
а переменной является координата z в своей обла-
сти определения.

Полученный результат исследования дифферен-
циальных характеристик криминанты  поверхности 

позволяет предложить методику расчета коорди-
нат рассматриваемых точек, используя численные  
методы определения условного экстремума одной 
из координат, например, y, при заданном значении 
другой координаты — x. Независимой переменной 
в этом случае является координата z.

Иллюстрацией этого результата могут быть мо-
дели заготовки с винтовой канавкой и инструмен-
та с цилиндрической поверхностью (рис. 2). Здесь 
показано, что сечение винтовой поверхности заго-
товки координатной плоскостью YZ содержит экс-
тремальную точку А относительно координатной 
плоскости XY. Эта точка определяет одну из точек 
профиля цилиндрической поверхности инструмен-
та, сопряженной с заданной винтовой поверхно-
стью изделия. Координаты этой точки могут быть 
определены как аналитическими, так и численными 
методами.

Таким образом, если уравнение (1) рассматри-
вать как уравнение поверхности, полученной ото-
бражением конгруэнтных плоских кривых в про-
странство R3, то огибающую этого семейства можно 
определять с единых позиций как аналитическими, 
 

 

Рис. 2. Твердотельные модели отсеков 
заготовки 1 и инструмента 2, 

их сечений 3 координатной плоскостью YZ, 
а также точка А касания этих сечений

Fig. 2. Solid-state models of workpiece 1 and tool bays 2, 
their sections 3 coordinate plane YZ, 

as well as point A of touching these sections

Рис. 1. Квазивинтовая поверхность, 
её сечения m и n плоскостями, 

параллельными координатным ZY и ZX соответственно, 
а также касательная t к этим сечениям в точке А

Fig. 1. Quasi-screw surface, sections m and n 
by planes parallel to the coordinate ZY and ZX respectively, 

tangent to the sections at the point A

iax

n
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так и численными методами. Аналитическими ме-
тодами — решая совместно уравнения (1) и (2),  
а численными — наложением условия связи на 
одну из координат и вычисляя экстремальное зна-
чение другой координаты. Третья координата при-
нимает дискретные значения.

Рассмотрим теперь отображение ортогональным 
проецированием двумерной поверхности, заданной 
параметрическими уравнениями:

(3)

Условие, при котором плоскость, касательная  
к поверхности (3), параллельна оси Z — направле-
нию проецирования, записывается в виде:

.           (4)

Это уравнение устанавливает связь параметров 
u, v. Оно совместно с уравнениями (3) определяют 
дискриминанту поверхности. Кроме того, это  урав-
нение можно рассматривать как уравнение неко-
торой кривой µ, в декартовой системе координат 
U и V. Криминанта µ’ поверхности (3) получается 
отображением кривой µ на эту поверхность. Такое 
отображение можно записать в виде:  

                                                       ,

где F задается уравнениями (4).
Проведенные исследования кривых µ и µ’ позво-

лили установить расположение точек криминанты 
поверхности (3) относительно соответствующих ко-
ординатных плоскостей. Этот результат аналогичен 
полученному выше для поверхности, заданной в не-
явном виде.

В этом случае дискриминанта D поверхности (3) 
является объединением множества экстремальных 
точек, а именно:

 

Переменной в этой зависимости является один 
из параметров поверхности, а исследуемая поверх-
ность рассекается семейством плоскостей, парал-
лельных координатной плоскости ZY.

В ряде прикладных задач возникает необходи-
мость в определении огибающей двухпараметриче-
ского семейства поверхностей. Так, если семейство 
поверхностей определено двумя независимыми па-
раметрами, то исследованию её ортогональным ото-
бражением на гиперплоскость подлежит  четырех-
мерная гиперповерхность ∑

1
 вида

                                     F(x,y,z,u,v)=0,                       (5)
         

где u и v независимые параметры движения.
Тогда отображение ортогональным проецирова-

нием выполняется по направлениям осей u и v на 
соответствующие координатные гиперплоскости. 
Для этой гиперповерхности уравнение касательной 
к ней гиперплоскости записывается в виде

      (6)

где x
0
, y

0
, z

0
, u

0
, v

0
  — координаты некоторой точки 

N этой поверхности.
В точках гиперповерхности, в которых касатель-

ные к этой гиперповерхности гиперплоскости па-
раллельны оси 0U, выполняется условие

F
u
(x,y,z,u,v)=0.                    (7)

Если рассматривать уравнение (7) как уравнение 
дополнительной четырехмерной гиперповерх- 
ности    , то  пересечение  гиперповерхностей  (5)  
и (7) определяет трехмерную гиперповерхность ∑

2
. 

Она является криминантой гиперповерхности ∑
1
 

при её ортогональном отображении вдоль оси u. 
Уравнение касательной гиперплоскости к этой 

гиперповерхности имеет вид 

       (8)

где x
0
, y

0
, z

0
, u

0
, v

0
 — координаты некоторой точки K 

этой гиперповерхности.
Полученные гиперплоскости (6) и (8) пересека-

ются по трехмерным гиперплоскостям, касающим-
ся гиперповерхности ∑

2
. 

В точках криминанты гиперповерхности (5) вы-
полняется условие

F
v
(x,y,z,u,v)=0.                    (9)

В результате уравнение (9) определяет ещё одну 
дополнительную четырехмерную гиперповерхность 
    Тогда криминанта гиперповерхности ∑

1
 при её 

ортогональном отображении вдоль оси 0V опреде-
ляется в пересечении четырехмерных гиперповерх-
ностей (5) и (9) и является трехмерной гиперповерх-
ностью ∑

3
. При этом уравнение гиперплоскости, 

касающейся гиперповерхности (9), записывается  
в виде

         (10)

где x
0
, y

0
, z

0
, u

0
, v

0
 — координаты некоторой точки L 

этой поверхности.
Пересечение трехмерных гиперповерхностей ∑

2
 

и ∑
3
 задает двумерную поверхность ∑

4
, являющуюся 

криминантой гиперповерхности (5) при ее ортого-
нальном отображении по направлениям осей u и v  
на гиперплоскость XYZ. 

Так как точки N, K и L принадлежат не толь-
ко соответствующим гиперповерхностям, но и дву-
мерной поверхности ∑

4
, то касательная плоскость  

к поверхности ∑
4
 определяется в пересечении гипер- 

плоскостей (6), (8), (10). Из этих уравнений получим

 

где  

  

а уравнение плоскости, касательной к поверхности 
∑

4
, будет  
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В результате, огибающая двухпараметрического се-
мейства поверхностей (5) определяется системой 
уравнений (5), (7) и (9) при условиях

Таким образом, полученные результаты позво-
ляют определять огибающую и обволакивающую 
семейств линий и поверхностей как аналитически-
ми методами, путем получения уравнений связи па-
раметров линии или поверхности и параметра их 
семейства (что часто трудоёмко), так и численными 
методами, не требующими получения таких уравне-
ний. Эти результаты использованы для компьютер-
ного полигонального и твердотельного моделирова-
ния не только огибающей и обволакивающей, но  
и третьего объекта формообразования — удаляе-
мых объемов. Достоверность и эффективность из-
ложенных результатов подтверждается проведен-
ными экспериментами.

Результаты экспериментов

Поверхностное моделирование семейств кон-
груэнтных кривых. В прикладных задачах, исследу-
ющих проектирование режущего инструмента, воз-
никает необходимость в определении огибающей 
семейства конгруэнтных кривых, связанных с цен-
троидой инструмента, катящейся без скольжения 
по центроиде изделия. При отображении семейств 
конгруэнтных кривых в пространство R3 получают-
ся некоторые вспомогательные поверхности [20]. 
Анализ геометрии этих поверхностей средствами 
CAD-систем позволяет выявлять влияние параме-
тров установки инструмента относительно изделия, 
а также формы кривой семейства, на форму огиба-
ющей. В качестве примера рассмотрим семейство 
кривых, связанных с центроидой — окружностью, 
катящейся по другой центроиде — окружности. 
Пусть радиусы этих центроид R

1
 и R

2
 соответствен-

но, а кривая семейства задана параметрическими 
уравнениями

После отображения этого семейства в простран-
ство R3 получим поверхность, уравнение которой 
имеет вид

где φ — параметр семейства кривых,           , 
а p — константа, большая нуля.

Сравнивая систему уравнений (12) с уравнени-
ем цилиндрической винтовой поверхности, мож-
но констатировать, что поверхность (12) получена 
аффинным преобразованием цилиндрической вин-
товой поверхности. Следовательно, полученная по-
верхность — квазивинтовая. Компьютерная модель 
одной из таких поверхностей показана на рис. 3а.

Для получения огибающей рассматриваемого 
семейства линий выполняется отображение орто-
гональным проецированием моделируемой поверх-
ности на координатную плоскость (рис. 3б). Так, для 
модели, представленной на рис. 3а, горизонтальный 
очерк поверхности является огибающей семейства 

кривых, связанных с окружностью (рис. 3б). Эта 
модель используется в режиме визуализации для 
исследования влияния на форму огибающей пара-
метров установки изделия относительно инстру-
мента. 

Ещё одним примером компьютерного модели-
рования является определение огибающей семей-
ства кривых (профилей инструмента), связанных  
с начальной прямой, катящейся без скольжения по 
окружности, без отображения их в пространство. 
На рис. 4 показаны два семейства кривых для двух 
положений инструмента относительно изделия. 
Так, на рис. 4а инструмент имеет положительное 
смещение (сближение) относительно заготовки,  
а на рис. 4б — отрицательное (удаление). В ре-
зультате в первом случае профиль зуба очерчен не 
только эвольвентой, но и значительной по величине 
переходной кривой. Во втором случае (рис. 4б) нет 
переходной кривой, профиль зуба увеличивается, 
что повышает прочность зуба при изгибе, однако 
его вершина заострена.
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Рис. 4. Семейства профилей инструмента, 
связанных с прямой, катящейся по окружности: 

а — при положительном и б — отрицательном смещении 
инструмента относительно изделия

Рис. 4. Families of tool profiles associated 
with a straight line rolling along a circle: 

a — with a positive and b — negative tool offset 
relative to the product

Рис. 3. Модель квазивинтовой поверхности (а) 
и её ортогональные проекции (б); 
1 – дискриминанта поверхности 
(огибающая семейства профилей)

Fig. 3. The model of the quasi-screw surface (a) 
and its orthogonal projections (b); 

1 – discriminant of surface 
(the envelope of the family of profiles)
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Проведённые эксперименты по компьютерному 
моделированию семейств линий на плоскости или 
их отображений в пространство с последующим 
проецированием на плоскость позволяют получить 
качественную картину формы огибающей семей-
ства кривых в зависимости не только от формы ис-
ходного профиля, но и от взаимного расположения 
заготовки и инструмента.

Компьютерное твердотельное моделирова-
ние формообразования. Еще одним направлением  
исследования основных объектов формообразова-
ния является компьютерное твердотельное моде-
лирование взаимодействия моделей инструмента  
и изделия в соответствии с выбранной кинематиче-
ской схемой. В процессе проектирования режущего 
инструмента наряду с профилированием формооб- 
разующей его части, важная роль принадлежит 
исследованию процесса резания. Разработанные 
компьютерные программы в среде САПР  выпол-
няют формообразование поверхности детали ин-
струментом на основе твердотельного моделиро-
вания. В процессе моделирования взаимодействие 
твердотельных моделей инструмента и заготовки 
осуществляется на основе использования булевых 
операций. На рис. 5 показано моделирование фор-
мообразования винтовой канавки на цилиндриче-
ской заготовке дисковой фрезой. Результатом моде-
лирования является обволакивающая поверхность 
этой канавки. 

Наряду с получением обволакивающей поверх-
ности формируемого изделия моделируется про-
цесс последовательного создания этой поверхности, 
а значит, устанавливаются возможные переходные 
кривые, конфигурация удаляемого слоя и загружен-
ность режущих кромок инструмента. Некоторые 
из указанных возможностей компьютерного мо-
делирования пространственной схемы зацепления 
иллюстрируются рис. 6. На нём показана модель 
цилиндрической заготовки детали и модели сло-
ев, удаляемых на ней концевой фрезой. На основе 
твердотельных моделей можно получить качествен-
ные характеристики о форме удаляемых слоёв и ко-
личественные — об их объёмах. 

Так, из рис. 6 следует, что для рассматриваемого 
случая конфигурация и объёмы удаляемых слоев не 
изменяются в процессе обработки. Если у модели 
заготовки после её формообразования убрать моде-
ли срезаемых слоёв, то можно исследовать наличие 
переходных кривых на обволакивающей поверх-
ности, полученной боковой поверхностью фрезы,  
а также ее торцовой плоскостью.

Алгоритмы и программы твердотельного модели-
рования формообразования в задачах плоской схе-
мы зацепления наряду с получением сопряженного 
профиля позволяют проследить процесс последова-
тельного вырезания впадин между зубьями колеса, 
конфигурацию срезаемого слоя и загруженность 
участков режущих кромок. Кроме перечисленных 
качественных характеристик процесса резания, 
предлагаемое моделирование позволяет получить 
и количественные параметры: объем слоёв, удаляе-
мый за один двойной ход инструмента; объём слоя, 
удаляемого боковыми режущими кромками инстру-
мента, а также периферийными кромками. Есть 
возможность установить зависимость удаляемых 
объёмов от величины параметра резания. Анализ 
этих параметров позволит назначить оптимальные 
значения параметра резания, количество проходов, 
а также значение глубины резания для каждого 
прохода.

Отмеченные возможности иллюстрируются 
рис.  7. На нём показаны модели инструмента — 
долбяка и заготовки зубчатого колеса в процессе 
формообразования, а также модели слоёв, снимае-
мых инструментом. 

Таким образом, компьютерное твердотельное 
моделирование позволяет получать модели двух 
основных объектов формообразования — обвола-
кивающую поверхность и удаляемые слои. В ряде 
задач такой подход может быть основным при ре-
шении поставленной задачи или дополнять, при не-
обходимости, геометрическое моделирование.

Рис. 7. Модели инструмента 1, заготовки 2, 
в процессе её формообразования, а также удаляемые слои 3

Fig. 7. The models of the tool 1, the workpiece 2, 
during its shaping, as well as the removable layers 3

Рис. 6. Модели заготовки 1 после её формообразования 
и удаляемые слои 2

Рис. 6. Workpiece models 1 after shaping 
and removable layers 2

Рис. 5. Модель дисковой фрезы 1 
в процессе формообразования винтовой канавки 

в цилиндрической заготовке 2
Рис. 5. The model of a disk mill 1 

in the process of shaping a helical groove in 
a cylindrical workpiece 2
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Обсуждение результатов

Проведенные эксперименты показали, что пред-
лагаемая методология позволяет с единых позиций 
определять дискриминанту и обволакивающую 
семейств линий и поверхностей аналитическими 
и численными методами, а также удаляемые слои 
средствами САПР. При этом она успешно исполь-
зует возможности современного геометрического, 
полигонального и твердотельного компьютерного 
моделирования.

Выводы и заключение

Предлагаемая методология моделирования фор-
мообразования  поверхностей технических изделий 
позволяет решать следующие задачи:

—    разрабатывать математические модели по-
верхностей и гиперповерхностей, полученных на 
основе отображения семейств линий и поверхно-
стей в пространство размерности на единицу боль-
ше, чем размерность пространства, в котором на-
ходятся эти семейства;

—    выполнять отображение полученных по-
верхностей и гиперповерхностей ортогональным 
проецированием на соответствующую плоскость 
и гиперплоскость; в результате огибающая и об-
волакивающая семейства линий или поверхностей 
может быть определена с единых позиций как 
аналитическими, так и численными методами, без 
получения часто сложных уравнений связи параме-
тров формы линии или поверхности и параметра 
семейства;

—    получать модели новых поверхностей, обра-
зованных семейством плоских кривых, связанных  
с центроидой инструмента, катящейся без скольже-
ния по центроиде изделия; компьютерная визуали-
зация таких поверхностей позволяет  отслеживать 
изменение формы огибающей семейства профилей 
в зависимости от формы профиля и взаимного рас-
положения изделия и инструмента;

—    создавать твердотельные модели удаляемых 
объемов, на основе анализа  которых предоставля-
ется возможность назначать оптимальное значение 
параметра подачи и число проходов при формо- 
образовании.

Таким образом, предлагаемая методология по-
зволяет с единой теоретической основы выпол-
нять моделирование огибающей, обволакивающей 
и удаляемых слоёв в процессе формообразования 
изделия инструментом как аналитическими, так  
и численными методами, а также с использованием 
современных компьютерных технологий.
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GEOMETRIC AND COMPUTER MODELING 

OF THE MAIN OBJECTS FOR SHAPING 
OF TECHNICAL PRODUCTS 

A. A. Lyashkov 

 Omsk State Technical University, 
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

There is considered geometrical and computer modeling of the main objects for forming products: envelope, 
enveloping and removable layers based on the joint methodology. There is carried out a study of discriminants 
of two-dimensional surfaces and three-dimensional hypersurfaces. The obtained results determine the 
envelope and enveloping families of lines and surfaces from a single viewpoint of analytical and numerical 
methods, respectively. This methodology is developed for performing 3D modeling by means of CAD, both 
enveloping and removing layers. There are developed surface models of families of lines after their display in 
the space. These models are used to analyze the effect on the shape of the envelope of the shape parameters 
of the forming line, as well as the setting of the product relative to the tool.
 
Keywords: geometric and computer modeling, objects of shaping, envelope, enveloping, cut-off layers.
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