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К. Л. Панчук1, Д. С. Корчагин2, И. В. Крысова1

1 Омский государственный технический университет,
Россия, 644050, г. Омск, пр. Мира, 11

2 Омский научно-исследовательский институт приборостроения,
Россия, 644009, г. Омск, ул. Масленникова, 231

Определена зависимость элементов тензора инерции от площади сечения, ограниченного образую-
щей динамической поверхностью. Также определена их зависимость от площади динамических пара-
метров, характеризующих поток рабочего вещества, таких как расход потока, средняя по сечению 
потока скорость, мощность потока в сечении и др. Исследования показали, что тензор инерции содер-
жит геометрическую информацию об образующей и может быть применен для формообразования 
каналовой поверхности в соответствии с динамическими параметрами рабочего вещества. Получена 
геометрическая модель формообразования динамической поверхности, основанная на применении 
масс-инерционных характеристик ее образующих линий. Проведенные исследования позволяют до-
стигать наиболее оптимального сочетания режимных (динамических) характеристик транспортируемо-
го динамической поверхностью рабочего вещества и конструктивных характеристик этой поверхности. 

Ключевые слова: динамическая поверхность, масс-инерционные характеристики, направляющая линия, 
момент инерции, эллипсоид инерции, каркас поверхности.

Введение 

Среди множества сложных технических поверх-
ностей по функциональному назначению выделя-
ются так называемые «динамические» поверхности 
[1, 2], которые взаимодействуют с рабочей средой, 
в качестве которой могут выступать газы, жидкости 
или сыпучие материалы. Это накладывает при кон-
струировании на поверхности определенные техни-
ческие условия, связанные с обеспечением миниму-
ма потерь при движении рабочей среды. Ведущая 
роль среди «динамических» поверхностей принад-
лежит каналовым поверхностям [1], обеспечиваю-
щим подвод рабочих веществ (жидкостей, газов)  
к агрегатам машин и отвод отработанных веществ.

Обзор и анализ известных методов формообра-
зования каналовых поверхностей [1, 3–12] позво-
ляет сделать следующие выводы:

1. Исходными данными для формообразования
каналовых поверхностей являются: направляющая 
линия (ось канала), начальное и конечное сечения 
(образующие) проектируемой поверхности, график 
изменения площадей сечений, требования по вы-
полнению гладкости конструируемой поверхности.

2. Поскольку между величиной площади и гео-
метрической формой плоского контура в общем 
случае нет взаимно однозначного соответствия, то 
при решении задачи формообразования каналовой 
поверхности форма промежуточных сечений и их 
положение корректируются для выполнения усло-
вия гладкости и закона изменения площадей. До-
полнительная коррекция является основным недо-
статком существующих методов формообразования 
каналовых поверхностей.

3. Очевидна неизученность взаимного влияния
геометрии направляющей линии и геометрии обра-
зующих дискретного каркаса.

Постановка задачи 

Из проведенного анализа существующих мето-
дов можно сделать вывод о том, что в большинстве 
случаев формообразование поверхностей выпол-
няется по заданному каркасу образующих линий  
и по заданной направляющей линии. Назовем та-
кую задачу формообразования поверхности прямой 
задачей. Формообразование же поверхностей по 
каркасу образующих без задания направляющей, 
но с последующим ее определением, в принципе, не 
рассматривалось. Назовем соответствующую этому 
случаю задачу обратной.

В прямой задаче взаимосвязь (привязка) направ-
ляющей линии и образующих, как правило, устанав-
ливалась геометрически посредством прохождения 
ее через центры масс образующих, при этом поло-
жение плоскостей образующих либо определялось 
геометрией направляющей линии, т.е. зависело от 
нее, либо не определялось. Отмеченная геометри-
ческая взаимосвязь направляющей и образующих 
при проектировании каналовой поверхности со 
сложной пространственной осью (например, в за-
дачах телесной трассировки [13]) недостаточна для 
обеспечения высокого порядка гладкости поверх-
ности. В задаче формообразования поверхности по 
каркасу пространственных образующих (возмож-
ность задания таких образующих указана в работе 
[14]) привязка направляющей линии к образующим 
становится еще менее определенной. Логичным яв-
ляется выявление новых зависимостей между на-
правляющей и образующими с целью обеспечения 
возможности управления формой направляющей 
линии через образующие и установления однознач-
ной привязки направляющей линии к образующим 
любой формы. Выявление и использование новых 
закономерностей и зависимостей [15, 16] позволило 
бы перейти к решению обратной задачи.
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При рассмотрении линий с позиции динами-
ки твердого тела, к которому с допущениями по 
однородности и плотности можно отнести геоме-
трическую фигуру, обнаруживаются неиспользо-
ванные ранее резервы — это масс-инерционные 
характеристики линий: осевые и центробежные 
моменты инерции линий. Рассматривая понятия 
центра масс и моментов инерции применитель-
но к линиям, дадим их определение по отноше-
нию к линиям. Центром масс тела называется 
геометрическая точка, положение которой зада-
ется радиус-вектором по известной формуле [17]:   
                                        

                                            , 

 
где              – масса тела. В случае тела в виде 
тонкой проволоки               , имеем           , где    — 
линейная плотность, dl — длина элемента проволо-
ки, l — длина проволоки [17]. Представляя линию 
как тонкую проволоку с линейной плотностью рав-
ной единице, придем к выражению радиус-вектора 
центра масс линии
              
                                .
 
В этом случае центр масс линии характеризует рас-
пределение точек вдоль линии относительно начала 
координат, в которых рассматривается радиус-век-
тор. Очевидно, что центр масс для любой линии, 
будь то плоская или пространственная, разомкнутая 
или замкнутая, определяется однозначно при усло-
вии задания уравнения линии. Это обстоятельство 
обусловливает выбор именно этой точки, связанной 
с линией, а не какой-либо другой точки, принад-
лежащей линии. Вместе с этим выбор центра масс 
образующей в качестве параметра проектируемой 
поверхности в случае, когда поверхность направля-
ет рабочую среду, обусловливается ее связью с фи-
зической стороной функционального назначения 
поверхности [1, с. 132], при которой средняя линия 
тока среды проходит через центр масс. 

Моменты инерции тела относительно декарто-
вых осей координат вычисляются следующим об-
разом [18]:
 

                       ,                       ,                        ,  
 
 
где m — масса, x, y, z — координаты элементарной 
частицы тела с массой. 

Центробежные моменты инерции тела по отно-
шению к осям декартовой системы координат Oxyz 
вычисляются так [18]:   

  

                       ,                ,

Представляя тело в виде тонкой проволоки  
с   массой  частицы                         и   принимая  линейную  
плотность равной единице, приходим к выраже-
ниям осевых и центробежных моментов инерции   
для линии:

                  ,                      ,                      , 

         ,             ,             .  

Осевые и центробежные моменты инерции зада-
ют тензор инерции [17], описываемый уравнением 
 
 
 
                                                  .             

 

Кроме осевых и центробежных моментов 
инерции необходимо рассматривать их гео-
метрический образ — эллипсоид инерции [17] 

                                                   .

По аналогии с материальной линией в виде тон-
кой проволоки примем, что геометрические линии 
обладают условной плотностью, постоянной по дли-
не. Тогда, используя условную плотность при вы-
числении моментов инерции и изменяя значения 
плотности, получаем возможность варьирования 
значениями моментов инерции, что необходимо для 
получения параметрической модели формообразо-
вания.

Важной сопутствующей задачей на этапе про-
ектирования поверхности является приведение  
в соответствие геометрической формы транспор-
тирующего технического изделия, полученной на 
основе масс-инерционных характеристик ее эле-
ментов и динамических характеристик рабочего 
вещества, транспортируемого или приводимого  
в рабочее состояние этой формой. Решение этой 
задачи возможно через установление соответ-
ствия между масс-инерционными характеристи-
ками и площадями поперечных сечений в модели 
поверхности, поскольку площади сечений задей-
ствованы во многих уравнениях гидравлики, аэро-  
и газодинамики. При этом площади выступают 
связующим звеном между параметрами, характе-
ризующими поток рабочего вещества [1]. Так, на-
пример, расход потока Q и средняя по сечению по-
тока скорость V определяются выражениями [19]: 
 

                              ,                   ,   
  
 

где S — площадь живого сечения потока; dS — 
живое сечение элементарной струйки; u —  
скорость потока через сечение dS. 

Решение обратной задачи формообразования 
полностью увязывает образование направляющей 
с каркасом образующих на основе геометрической 
масс-инерционной модели поверхности. Эта модель 
включает в себя закон образования поверхности, 
учитывающий взаимосвязи геометрической формы 
и положения линий каркаса проектируемой поверх-
ности с их масс-инерционными характеристиками, 
такими как центры масс, осевые и центробежные 
моменты инерции линий и их сечений. 

Геометрическое моделирование 
направляющей линии 

на основе масс-инерционных 
характеристик образующих линий 

Рассмотрим алгоритм формирования исходных 
данных для конструирования направляющей линии, 
положенный в основу модели формообразования  
и конструирования направляющей линии на основе

dmrM ∫=

 

M
dmr

rc
∫=

 

dldm lρ=

 

lM lρ=

 

lρ

 

l
dlr

rc
∫=

 

∫ +=
m

x dmzyJ )( 22 ∫ +=
m

y dmzxJ )( 22 ∫ +=
m

z dmyxJ )( 22

 

∫=
m

xy yzdmJ ∫=
m

xz xzdmJ ∫=
m

yz xydmJ .

 
dldm lρ=

 

∫ +=
l

x dlzyJ )( 22 ∫ +=
l

y dlzxJ )( 22 ∫ +=
l

z dlyx(J )22

∫=
l

xy yzdlJ ∫=
l

xz xzdlJ ∫=
l

yz xydlJ

 

















−−
−−
−−

=

zzyzx

yzyyx

xzxyx

JJJ
JJJ
JJJ

J

 

1222222 =−−−++ yzJxzJxyJzJyJxJ yzxzxyzyx

 

∫∫ 





+






+






== dt

dt
dz

dt
dy

dt
dxx

L
1xdL

L
1x

222
ρρ ,

∫∫ 





+






+






== dt

dt
dz

dt
dy

dt
dxy

L
1ydL

L
1y

222
ρρ ,

∫∫ 



+



+



== dt

dt
dz

dt
dy

dt
dxz

L
ρzdL

L
ρz

22211 ,

 

∫=
S

udSQ ∫=
S

udS
S
1V

 



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
.   С

ЕРИ
Я

 А
ВИ

А
Ц

И
О

Н
Н

О
-РА

К
ЕТН

О
Е И

 Э
Н

ЕРГЕТИ
Ч

ЕС
КО

Е М
А

Ш
И

Н
О

С
ТРО

ЕН
И

Е   ТО
М

 1   №
 1   2017 

O
M

SK
 SC

IEN
TIFIC

 BU
LLETIN

.   SERIES AV
IA

TIO
N

-RO
C

K
ET A

N
D

 PO
W

ER EN
G

IN
EERIN

G
   V

O
L. 1   N

O
.  1   2017

11

масс-инерционных характеристик линий каркаса 
образуемой поверхности на примере одной обра-
зующей. Этот алгоритм применяется для каждой 
из заданных образующих линий каркаса. В общем 
случае образующие могут представлять собой про-
странственные (замкнутые или незамкнутые) кри-
вые линии, заданные в базовой декартовой системе 
координат Оxyz уравнениями в параметрическом 
виде x=x(t), y=y(t), z=z(t),                     , либо дис-
кретными наборами точек.

По аналогии с физическими телами примем, 
что линии обладают условной плотностью, и будем 
считать эту плотность для каждой линии вдоль всей 
ее длины величиной постоянной ρ = const, откуда 
следует, что центр масс линии будет представлять 
точку, положение которой характеризует распреде-
ление точек кривой по ее длине. Тогда координаты 
центра масс O’ образующей будут определяться из 
известных уравнений [20]:

(1)

где                                                – длина 

образующей.
Следующим шагом после определения центра 

масс образующей будет переход от базовой систе-
мы координат к локальной системе, совмещенной  
с центром масс образующей. Этот переход осущест-
вляется путем параллельного переноса осей коорди-
нат системы Оxyz из точки O в точку  O’ (центр 
масс образующей). В результате переноса получим 
уравнения x’ = x’(t), y’ = y’(t), z’ = z’(t) , определяю-
щие образующую в системе координат O’x’y’z’.

Обратимся к эллипсоиду инерции образующей 
относительно центра масс O’, являющемуся цен-
тральным эллипсоидом инерции образующей. Эта 
поверхность второго порядка характеризует рас-
пределение моментов инерции образующей линии 
относительно различных осей, проходящих через 
ее центр масс. Оси эллипсоида инерции (его со-
пряженные диаметры) называются главными осями 
инерции и эти оси взаимно перпендикулярны [17]. 
Последнее обстоятельство положим в основу опре-
деления расположения трехгранников для проек-
тируемой направляющей линии в базовой системе 
координат. 

Для получения уравнения эллипсоида инерции 
образующей в общем виде 

       (2)
        , 

необходимо определить компоненты тензора инер-
ции или матрицы, которая является матрицей ква-
дратичной формы уравнения поверхности второго 
порядка

             ,   (3)

где  xJ ′ , yJ ′ , zJ ′  — осевые моменты инерции от-
носительно осей O’x’, O’y’, O’z’ соответственно;  
      ,        ,        — центробежные моменты инер-
ции относительно системы координат O’x’y’z’.

Осевые моменты инерции      ,      ,       будут
 определяться из уравнений:

(4)

 

а центробежные моменты инерции будут опреде-
ляться из уравнений:

(5)

С целью извлечения геометрической инфор-
мации о величине и направлении полуосей эллип-
соида инерции осуществим переход от уравнения 
эллипсоида в общем виде к его каноническому 
уравнению. Вычисление параметров канонического 
уравнения эллипсоида будем производить через ин-
варианты I

1
, I

2
, I

3
, I

4
 [20], являющимися функциями 

от коэффициентов многочлена (2).
Определив I

1
, I

2
, I

3
, I

4
 и решив характеристиче-

ское уравнение:

,                  (6)

получим коэффициенты              , с помощью  
которых вычислим полуоси эллипсоида: 

(7)

В результате получим каноническое уравнение 
центрального эллипсоида инерции в канонической 
системе координат O’x’’y’’z’’:

(8)

После этого принимаем направления осей цен-
тральных эллипсоидов инерции в качестве ло-
кальных осей систем координат образующих. 
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8 
Ось c выберем  в качестве вектора  касательной                                  
направляющей линии в центре масс O’ образующей 
так, чтобы он был обращен в сторону следующей 
образующей. Таким образом, с помощью централь-
ного эллипсоида инерции для отдельно взятой об-
разующей получается присущая только ей система 
координат в центре масс кривой и одна из осей 
этой системы координат совпадает с касательной 
проектируемой направляющей линии. Определяем 
вначале центры масс и касательные в них, связан-
ные, соответственно, с каждой из заданных образу-
ющих. Затем, используя алгоритмы интерполяции, 
осуществляем переход от дискретного набора по-
лученных геометрических характеристик, несущих  
в себе информацию о проектируемой кривой, к не-
прерывной пространственной кривой — направля-
ющей линии. На рис. 1 представлен пример каркаса 
из образующих l

1
, l

2
, l

3
, задающий обвод поверхно-

сти и указаны вычисленные центральные эллипсои-
ды инерции в центрах масс             образующих.

На рис. 2 представлена направляющая линия  
m обвода поверхности, полученная с помощью 
предложенной геометрической модели по каркасу 
из образующих l

1
, l

2
, l

3
.

 
 
 
 
 
 
 

 

                       

 

 

 

 

Изменяя условную плотность ρ линии в уравне-
ниях (4), (5) для расчета моментов инерции обра-
зующих, получаем возможность управлять формой 
направляющей линии за счет того, что плотность 
через эллипсоид инерции (2), (8) влияет на величи-
ну модуля вектора касательной    направляющей 
линии. Геометрически условная плотность ρ выпол-
няет роль параметра управления формой направля-
ющей линии.

Геометрическое моделирование 
каналовой поверхности 

на основе масс-инерционных 
характеристик образующих линий

Рассмотрим теперь модель образования канало-
вой поверхности, заданной каркасом в виде набора 
конечного числа образующих. В модели поверх-
ность получается в виде непрерывно образуемых 
отсеков, включающих заданную дискретную после-
довательность образующих каркаса. Под отсеком 
каналовой поверхности будем понимать часть про-
ектируемой каналовой поверхности, ограниченной 
смежными образующими заданного дискретного 
каркаса. 

Известно, что уравнения, описывающие неуста-
новившиеся движения жидкости по каналам, по-
лучены с учетом влияния геометрии канала на это 
движение [19]. При этом в качестве факторов, опре-
деляющих геометрию канала, учитываются площадь 
поперечного сечения, определяемая его формой,  
а также продольная форма канала, образуемая за-
коном изменения формы поперечного сечения при 
его перемещении вдоль оси. Поэтому в рассматри-
ваемой модели учитывается закон непрерывного 
изменения площади сечения канала, называемый 
графиком изменения площадей [6].

Моделирование включает в себя два базовых 
этапа. На первом этапе по заданному каркасу про-
ектируется направляющая линия и определяются ее 
орты касательной, нормали и бинормали. На вто-
ром этапе, на основе моментов инерции, определя-
ются коэффициенты параметрических уравнений, 
описывающие форму образующих непрерывного 
каркаса поверхности, и далее с помощью ортов на-
правляющей линии определяется положение этих 
образующих в пространстве.

В качестве линий каркаса будем рассматривать 
плоские замкнутые осесимметричные кривые, про-
извольным образом ориентированные в простран-
стве относительно базовой системы координат 
Oxyz. Пусть для примера линиями каркаса будут 
эллипсы с уравнениями в параметрическом виде

(9)

где A
n
, B

n
 — полуоси эллипсов,      — пара-

метр.
Условимся, что расположение образующих  

n проектируемой поверхности задано в базовой си-
стеме координат Oxyz с помощью матриц поворота

    ,                            относительно осей координат 
Оx, Oy, Oz   на  углы                         соответственно  
и матриц перемещения относительно центра базо-
вой системы координат Oxyz [21]:

τ


 

321 ,, OOO ′′′  

Рис. 1. Каркас из образующих 
с центральными эллипсоидами инерции 

в центрах масс
Fig. 1. The frame of generators 
with central ellipsoids of inertia 

in the centers of mass

Рис. 2. Направляющая линия m, 
образованная по масс-инерционным характеристикам 

образующих
Fig. 2. The guide line m, 

formed by the mass-inertial characteristics 
of the generators

τ


 

ω= cosAx nn , ω= sinBy nn , 

π≤ω≤ 20  
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           (10)

 
(11)

 
 
 

(12)
 

(13) 

где l
n
, m

n
, k

n
 — смещения в направлении осей Ox, 

Oy, Oz соответственно.
Рассмотрим первый этап. Для построения на-

правляющей линии нам потребуется вычислить осе-
вые моменты инерции (4) эллипсов относительно 
осей Ox, Oy и Oz системы координат, совмещенной 
с полуосями эллипсов. С помощью вычисленных 
моментов инерции построим эллипсоиды инерции 
для заданных сечений, используя зависимость меж-
ду моментом инерции J сечения относительно оси, 
проходящей через центр масс эллипса и расстояни-
ем до точки, принадлежащей эллипсоиду инерции 
на оси от центра масс [17]:

                                  .
                                  

Строки матрицы комбинированного преобразо-
вания

(14)

представляют собой направляющие косинусы ортов 
системы координат O

n
x

n
y

n
z

n
 связанной с заданной 

n-ой образующей. Эти же орты, в силу симметрич-
ности эллипсов, являются направляющими ортами 
для полуосей эллипсоидов инерции. Для проекти-
рования направляющей линии примем в качестве 
узловых точек координаты центров масс (l

n
, m

n
, k

n
)

заданных образующих, а в качестве касательных  
к проектируемой направляющей линии – полуоси 
эллипсоидов инерции, расположенные на нормалях 
к плоскостям заданных образующих. С помощью 
интерполяции кубическими сплайнами перейдем 
от этой полученной дискретной информации к про-
странственной кривой — направляющей линии 
проектируемой каналовой поверхности, состоящей 
из m (m = 1,…, n–1) сегментов, описываемых сле-
дующими выражениями [21]:

(15)

где   — коэффициенты, вычисляемые исходя из 
координат центров масс образующих и полуосей 
эллипсоидов c

n
; m — номер сегмента сплайна, опи-

сывающего направляющую линию.
Полученная описанным способом направляю-

щая линия в точках стыка фрагментов будет иметь 
разные значения второй производной, что ведет  
к «вращению» трехгранника Френе направляю-
щей линии вокруг касательной и как следствие —  
к перекрутке поверхности [8]. Для исключения это-
го явления сделаем переход от кубического сплай-
на к сплайну Эрмита пятой степени [22, 23]. Для 
вычисления сплайна Эрмита пятой степени в ка-
честве вторых производных в узловых точках на-
правляющей линии будем брать значения вторых 
производных полученного кубического сплайна. 
Вычисленную таким образом направляющую ли-
нию представим в матричном виде

(16)

где m — номер сегмента сплайна, описывающего 
направляющую линию, m = 1,…, n–1, n — количе-
ство заданных образующих.

Для дальнейшего образования поверхности 
определим орты трехгранников Френе направляю-
щей линии на основании выражений (16) в виде

 
(17)

(18)

(19)

где      
            — направляющие косинусы  
ортов касательной           , нормали           и бинор- 
мали       , образованные с ортами         базо- 
вой системы координат Oxyz.

Перейдем ко второму этапу формообразования 
каналовой поверхности, на котором поверхность 
заполняется непрерывным каркасом образующих, 
определяемых направляющей линией.

Для построения поверхности зададим график 
изменения площадей сечений каналовой поверх-
ности, ограниченных образующими, который пред-
ставляет собой плоскую кривую, характеризующую 
закон изменения площадей нормальных сечений 
вдоль направляющей линии.

Для получения такой кривой вычислим площа-
ди заданных эллипсов sn

 и выполним интерполяцию 
вычисленных значений площадей с помощью ку-
бических сплайнов. При образовании поверхности 
будем располагать образующие линии поверхности 
в нормальных плоскостях трехгранников Френе на-
правляющей линии. Введем правило определения 
положения образующей в нормальной плоскости 
трехгранника Френе. Для этого каждую заданную 
образующую каркаса вместе с вычисленным век-
тором касательной    направляющей линии, соот- 
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8 
ветствующим центру масс образующей, перенесем 
в начало координат базовой системы координат 
Oxyz. У перенесенных образующих проектируемой 
каналовой поверхности вычислим углы   между 
большими полуосями эллипсоидов инерции и лини-
ями I

n
, образованными пересечением нормальных 

плоскостей трехгранников Френе с плоскостью Oxz 
(рис. 3). Через углы       вычислим моменты инерции 
площади заданных сечений относительно линии I

n
  

и перпендикулярных к ним линий II
n
 , также распо-

ложенным в нормальных плоскостях трехгранников 
Френе [24]: 

(20)

(21)

где          — главные осевые моменты инерции  
площади сечений, которые определяются интегра-
лами [24]: 

Затем интерполируем значения моментов инер-
ции относительно этих осей вдоль направляющей 
линии между всеми заданными образующими. Та-
ким образом, в каждой точке направляющей ли-
нии получаем следующую числовую информацию: 
площадь сечения, ограниченного искомой образу-
ющей, и значения осевых моментов инерции пло-
щади относительно прямых I

n
 и II

n
, расположенных 

в нормальных плоскостях трехгранников Френе 
направляющей линии. По выражениям, описыва-
ющим площади и моменты инерции для эллипса, 
составим систему уравнений, в которых в качестве 
неизвестных приняты длины полуосей эллипса a

m
, 

b
m
 и угол      между большой полуосью эллипса  

и линией I
m

(22)

 

Решая систему уравнений (22) для каждой точки 
направляющей линии с текущим параметром t, бу-
дем вычислять значения полуосей a

m
(t), b

m
(t) и угол 

поворота         . Таким образом, координаты точек

образующей представим как функции площади  
и моментов инерции вдоль направляющей

(23)

Это позволит производить непрерывный по-
ворот образующих (23) в нормальных плоскостях 
трехгранника при его движении вдоль направляю-
щей линии с помощью матрицы поворота

.     (24)

Для задания уравнения, описывающего закон 
изменения ортогонального непрерывного каркаса 
каналовой поверхности, остается связать уравне-
ния образующих (23) с трехгранником Френе на-
правляющей линии. Выполним разложение базиса 
трехгранника (17), (18), (19) по базису декартовой 
системы координат Oxyz в виде матрицы и найдем 
обратную ей матрицу

.             (25)

Обратная матрица задает преобразование, ве-
дущее к получению уравнения образующей в нор-
мальной плоскости трехгранника, записанного в ба-
зовой системы координат Oxyz.

Уравнения образующих (23) запишем в виде ма-
трицы

(26)

На основании выражений (16), (24), (25), (26) за-
пишем уравнения m-го отсека каналовой поверхно-
сти в матричной форме

.    (27)

Результаты экспериментов

Таким образом, поверхность будет образована 
из отсеков, описываемых семейством параметри-
ческих уравнений (27) и содержащих заданные об-
разующие. Полученная параметрическая модель 
каналовой поверхности, обеспечивает возможность 
варьирования формой модели канала за счет изме-
нений формы оси, формы семейства поперечных 
сечений и графика площадей.

Каждая образующая конструируемой динами-
ческой каналовой поверхности характеризуется 
геометрической формой, площадью, положением 
плоскости образующей и центром масс, которые 
с теоретических позиций динамики твердого тела, 
могут быть объединены одним математическим 
объектом – матрицей масс-инерционных характе-
ристик (или тензором инерции), к которым отно-
сятся осевые и центробежные моменты инерции. 
Тензор инерции имеет взаимно однозначный гео-
метрический образ — эллипсоид инерции, поверх-
ность которого моделирует закон изменения мо-
ментов инерции относительно его центра, а пара 

nα  

Рис. 3. Схема образования угла αn и линий In, IIn  
Fig. 3. Scheme of formation of angle αn  and lines In, IIn
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его центральных осей моделирует положение пло-
скости образующей в пространстве. Значит, зада-
ние дискретного набора образующих динамической 
поверхности эквивалентно заданию дискретного 
набора тензоров инерции. Элементы тензора инер-
ции находятся в прямой зависимости от площади 
сечения, ограниченного образующей. Также от пло-
щади зависят и динамические параметры, характе-
ризующие поток рабочего вещества, такие как рас-
ход потока, средняя по сечению потока скорость, 
мощность потока в сечении и др. Следовательно, 
тензор инерции содержит геометрическую инфор-
мацию об образующей и может быть применен для 
формообразования каналовой поверхности в соот-
ветствии с динамическими параметрами рабочего 
вещества.

Обсуждение результатов

Вычислительный пример геометрического мо-
делирования каналовой поверхности. Рассмотрим 
пример применения геометрической модели с ис-
пользованием масс-инерционных характеристик 
образующих к проектированию каналовой по-
верхности с переменной формой ее нормальных 
сечений. Такие поверхности используются при 
конструировании впускных и выпускных каналов 
двигателей внутреннего сгорания [6]. Для описания 
переменной формы образующих используем функ-
цию суперэллипса [25]

.                      (28)

Пусть поверхность задана тремя образующими, 
описываемыми функцией (28), со значениями a, b  
и n, приведенными в табл. 1.

Положение сечений в пространстве определяет-
ся матрицами поворотов (10), (11), (12) и матрицами 
перемещений (13), углы                и смещения li, mi

, 
k

i
 которых указаны в табл. 2.

а) 
 

 
б)

Для проведение вычислений перепишем функ-
цию (28) в параметрическом виде [25]:

где                                 —   кусочно-постоянные  
функции, определяемые следующим образом:

ω — параметр,             .
Площадь сечения канала, ограниченного образу-

ющей, определится таким образом [25]:

где ε
i
 = 2 / n

i
, B — бэта-функция.

Осевые моменты инерции площади сечения 
определятся так [25]: 

Система уравнений, аналогичная системе (22), 
для нахождения значений полуосей суперэллипсов  
a

i
, b

i
 и углов α

i
 будет иметь вид:

Выполняя интерполяцию показателей степени   
и проведя необходимые вычисления по вышеопи-
санным алгоритмам (п. п. 2, 3), получим поверх-
ность, представленную на рис. 4.

Выводы и заключение

Получена геометрическая модель формообразо-
вания динамической поверхности, основанная на 
применении масс-инерционных характеристик ее 
образующих линий. Модель основана на геометри-

1=+ n

n

n

n

b
y

a
x

iθ , iϕ , iψ  









ωω=
in

coscossgnax ii

2

)( ,








ωω=
in

sinsinsgnay ii

2

)( ,

)( ωcossgn , )( ωsinsgn

Рис. 4. Пример каналовой поверхности:
 а – каркасное представление промежуточными сечениями, 

б – результирующая поверхность
Fig. 4. Example of a channel surface:

а – wireframe representation by intermediate sections, b – 
resultant surface








>ω
=ω
<ω−

=ω
01
00
01

)(
cos,
cos,
cos,

cossgn ,







>ω
=ω
<ω−

=ω
01
00
01

)(
sin,
sin,
sin,

sinsgn ,

 
π≤ω≤ 20  





 +εε

ε=
2

2
2

2 ii
iiii ,ΒbaS  





 εε

ε=
22

3
2
1 3 ii

iiix ,ΒbaJ
i

, 



 εε

ε=
22

3
2
1 3 ii

iiiy ,ΒbaJ
i

.

 















α



 εε

ε+α



 εε

ε=

α



 εε

ε+α



 εε

ε=





 +εε

ε=

.cos,Βbasin,ΒbaJ

,sin,Βbacos,ΒbaJ

,,ΒbaS

i
ii

iiii
ii

iiiII

i
ii

iiii
ii

iiiI

ii
iiii

i

i

2323

2323

)(
22

3
2
1)(

22
3

2
1

)(
22

3
2
1)(

22
3

2
1

2
2

2
2

 

Таблица 2. Значения углов ϴi, φi, ψi и смещений l
i
, m

i
, k

i
 

Table 2. The angles ϴi, φi, ψi  and offsets l
i
, m

i
, k

i

Таблица 1. Значения параметра функции суперэллипса 
Table 1. The values of the superellipse function parameter

Номер 
образующей 

i 

Значение параметра функции суперэллипса 

ia  ib  in  

1 5 3,5 2 

2 4 3 3 

3 3,5 2,5 6 

i iθ  iϕ  iψ  li mi ki 

1 17/π  6/π  34 /π  3 4,5 1 

2 8/π  12/π  45 /π  6 3,5 7 

3 7/π  18/π  67 /π  7 1 14 
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8 
ческом представлении масс-инерционных харак-
теристик образующих линий. Она математиче-
ски формализована с необходимой для практики 
точностью и допускает применение современного 
информационного обеспечения и средств вычисли-
тельной техники. 

Благодаря этим свойствам модель позволяет 
достигать наиболее оптимального сочетания ре-
жимных (динамических) характеристик транспор-
тируемого динамической поверхностью рабочего 
вещества и конструктивных характеристик этой 
поверхности.
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GEOMETRICAL MASS-INERTIA MODEL 

OF DYNAMIC SURFACE FORMING 

K. L. Panchuk1, D. S. Korchagin2, I. V. Krysova1 

1 Omsk State Technical University, 
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

2 Omsk Scientific Research Institute of Instrument Engineering, 
Russia, Omsk, Maslennikov St., 231, 644009

The dependence of elements of inertia tensor on cross-sectional area bounded by the generatrix of the 
dynamic surface is determined. Also, the dependence on the area of dynamic parameters describing  
the flow of working substance, such as the flow rate, the average flow velocity over the cross section, 
the flow power in the cross section, etc., has also been determined. Studies have shown that the inertia 
tensor contains geometric information about the generatrix and can be used for shaping the channel surface  
In accordance with the dynamic parameters of the working substance. A geometric model of the formation 
of a dynamic surface is obtained, based on the application of the mass-inertial characteristics of its generating 
lines. The carried out research allow to achieve the most optimal combination of the regime (dynamic) 
characteristics of the working substance transported by the dynamic surface and the design characteristics  
of this surface. 

Keywords: dynamic surface, mass-inertial characteristics, guide line, moment of inertia, ellipsoid of inertia, 
skeleton surface.
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