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ЭЛЕМЕНТЫ ПРОСТРАНСТВЕННОЙ ЦИКЛОГРАФИИ
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Омский государственный технический университет, 
Россия, 644050, г. Омск, пр. Мира, 11

В современных CAD/CAM системах и в CAGD (Computer Aided Geometric Design) используются мо-
дели геометрических объектов (линий, поверхностей) пространства R4 в пространстве R3 и наоборот. 
Анализ используемых в таких системах геометрических моделей позволяет сделать вывод об акту-
альности исследований, направленных на разработку в пространстве R3 аналитических моделей линий  
и поверхностей пространства R4.
В настоящей работе показана возможность получения конструктивно-аналитической модели с ис-
пользованием трёхмерного чертежа пространства R4, предложенного Н. В. Наумович. На основе этого 
чертежа дана конструктивная интерпретация предложенной аналитической модели и выполнена её 
реализация в виртуальном электронном 3D-пространстве. 
Предложенная в работе модель линии пространства R4 основана на теоретических положениях про-
странственной циклографии, реализованной на трёхмерном чертеже Наумович. Этим предложенная 
модель отличается от существующих, использующих аналитический метод моделирования. 
Суть предлагаемого конструктивно-аналитического моделирования состоит в геометрическом пред-
ставлении и интерпретации на трехмерном чертеже циклографических образов точек, линий, множе-
ства точек и линий пространства R4. 
Конструктивно-аналитическое моделирование линии пространства R4 на основе циклографического 
отображения и возможность его реализации на трёхмерном чертеже Наумович позволяют в пол-
ном объёме получать представление о взаимосвязи и взаимном влиянии  всех элементов модели. 
Такое представление основано на реализации трехмерного чертежа в виртуальном электронном 
3D-пространстве средствами современных графических САПР и позволяет решать вопросы оптими-
зации разрабатываемых моделей геометрических объектов применительно к требованиям современ-
ных CAD/CAM систем и CAGD.
   
Ключевые слова: циклография, линии и поверхности, геометрическое моделирование, многомерное 
пространство, трехмерный чертёж Наумович, каналовая поверхность.

Введение

Циклографическое моделирование пространства 
R3 (плоская циклография) основано на трудах из-
вестных западно-европейских геометров 19–20 в. 
W. Fiedler [1], L. Eckhart [2], E. Muller и J. L. Krames 
[3] и др. В них достаточно полно исследованы ци-
клографические модели линейных объектов (пря-
мых линий и плоскостей) пространства R3. Зало-
жены основы циклографического моделирования 
нелинейных объектов (кривых линий и поверхно-
стей), при этом в гораздо большей степени уделено 
внимание моделям кривых линий и меньшей сте-
пени — моделям поверхностей. В 20–21 в. цикло-
графическое моделирование нелинейных объектов 
евклидова пространства получило дальнейшее раз-
витие в первую очередь благодаря теоретическим 
исследованиям в работах [4–11]. В это же время 
определились области практического использования 
циклографического моделирования: традиционная 
область — геометрическая оптика [3, 8, 10], глобаль-
ные системы позиционирования GPS [11], проекти-
рование поверхностных форм автомобильных дорог 
[12], обработка карманных поверхностей в машино-
строении [13] и многослойная 3D печать изделий. 
Циклографические модели нелинейных объектов 
евклидова пространства востребованы в области 
CAGD (Computer Aided Geometric Design) [7]. 

В современном циклографическом моделиро-
вании определилось направление исследований 

«пространственная циклография». Оно посвяще-
но исследованию и разработке циклографических 
моделей объектов пространства Rn в пространстве  
Rn–1, n > 3. Показано, что циклографической мо-
делью кривой линии пространства R4 служит ка-
наловая поверхность в пространстве R3 [6–9], 
2-поверхности пространства R4 соответствует двух-
параметрическое множество сфер в пространстве 
R3 [10]. Разработка и исследование указанных ци-
клографических моделей выполняется аналитиче-
ски. Вместе с тем в высшей начертательной геоме-
трии известны конструктивные модели евклидовых 
многомерных пространств, которые допускают ана-
литическое представление. К ним относятся трёх-
мерный чертёж Наумович, позволяющий выполнять 
моделирование пространства R4 [14]. В настоящей 
работе исследуется возможность циклографическо-
го моделирования кривой линии пространства R4 на 
основе трёхмерного чертежа Наумович. 

Теория

Элементы пространственной циклографии. 
Известно, что между множеством точек простран-
ства R4 и множеством сфер пространства R3 можно 
установить изоморфное соответствие [1–3]. Пока-
жем, что для реализации этого соответствия удоб-
но использовать трёхмерный чертёж (гиперэпюр) 
Наумович [14], представляющий собой трехмерный 
двухпроекционный чертеж пространства R4, в кото- 
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ром роли плоскостей проекций Π

2
, Π

1
 и их общей 

оси проекций x в известном чертеже Монжа ис-
полняют соответственно гиперплоскости проекций 
(xyz), (xyv) и осевая плоскость (xy) (рис. 1). 

Удобство применения гиперэпюра Наумович 
заключается в возможности реализации его, как 
трехмерного чертежа, в виртуальном электронном 
3D-пространстве средствами современных гра-
фических САПР [15]. На гиперэпюре точка про-
странства R4 моделируется парой точек-проекций:  
A

2
(x, y, v) и A

1
(x, y, z). По аналогии с плоской ци-

клографией, поставим точке A(x, y, z, v) в соответ-
ствие 2-сферу     с одним из направлений ⊕ или  
⊖ и радиусом r = |v|, вложенную в гиперплоскость 
проекций (xyz). Направленную сферу     назовем 
двумерным циклом. Таким образом, циклографиче-
ским образом точки A(x, y, z, v) на гиперплоскости 
проекций (xyz) будет двумерный цикл        с ортого-
нальной проекцией      на осевой плоскости в виде 

круга радиусом r = |v| с направленной границей — 
одномерным циклом. Направление двумерного цик-
ла определяется знаком координаты v. Изложенный 
подход к циклографическому моделированию точек 
пространства R4 соответствует алгебраическому 
отображению F

R
, а само отображение является про-

странственным циклографическим [8, 11]. 

Рассмотрим теперь геометрическое отобра-
жение F

E
 для циклографического моделирования 

точек пространства E4. Сферу     в гиперплоско-
сти проекций (xyz) примем в качестве основания 
α-гиперконуса вращения      с вершиной в точке (x, 
y, z, v) и осью, перпендикулярной осевой плоскости 
(xy) и телесным полууглом при вершине, равным 
α=45 °. «Фронтальной» проекцией α-гиперконуса    
      будет  обычный  трехмерный  α-конус            со 
всеми его внутренними точками, а «горизонталь-
ной» — шар        с центром в точке (x, y, z), радиу-
сом r = |v| и с направленной сферической оболоч-
кой — двумерным циклом      . 

По аналогии с циклографическим моделирова-
нием линейных объектов пространства R3 [1–3, 8, 
16] и опираясь на циклографическую модель точки 
пространства R4, можно построить в пространстве 
R3 циклографические модели прямых, плоскостей  
и гиперплоскостей пространства R4. Эти модели  
составляют основу линейной пространственной  
циклографии пространства R4, реализуемой на ги-
перэпюре Наумович.

Опираясь на отображения F
R
 и F

E
, рассмотрим 

циклографическое моделирование кривой линии 
    пространства R4(E

4
). В случае отображения F

R
 

циклографической  проекцией  линии             в 
гиперплоскости проекций (xyz) будет каналовая по-
верхность — огибающая всех двумерных циклов, 
представляющих собой циклографические образы 
точек линии    (рис. 2). Ортогональной проекци-
ей этой поверхности на осевой плоскости будет 
область, граница которой огибает однопараметри-
ческое множество одномерных циклов, представ-
ляющих направленные границы множества кругов   
   . Круги с направленными границами — цикла- 
ми представляет собой ортогональные проекции 
двумерных циклов        на осевой плоскости (xy). 

В случае отображения F
E
 получаем на гипер-

плоскости проекций (xyv) трехмерную линейчатую 
α-поверхность           с  её  внутренними  точками, 
огибающую однопараметрическое множество α-ко- 
нусов        . Эта поверхность является «фронталь-
ной» проекцией линейчатой α-гиперповерхности   
  , огибающей однопараметрическое множество 
α-гиперконусов вращения  . На гиперплоскости 
проекции (xyz) получаем трехмерную поверхность    
        с  её  внутренними  точками  —  огибающую  
однопараметрического множества шаров     . Дву-
мерной области в осевой плоскости (xy) с грани- 
цей — огибающей границы кругов, представляю-
щих собой на плоскости проекций (xy) основания 
трехмерных  конусов  вращения        , будет соот-
ветствовать в гиперплоскости проекций (xyz) оги-
бающая  двумерных  циклов     , т. е. та же кана-
ловая поверхность, что и в случае отображения F

R
  

(рис. 3). 
Циклографическое моделирование кривой ли- 

нии. Рассмотрим теперь конкретнее задачу цикло-
графического моделирования кривой линии про-
странства R4 на гиперэпюре Наумович. За основу 
примем отображение F

R
, не исключая при этом воз-

можность применения отображения F
E
.  

Предположим, что задана линия

 P(t)={x(t),y(t),z(t),v(t)}, t Î G Ì R,

где G — одномерный промежуток на вещественной 
числовой прямой R; x, y, z, v — дифференцируемые 
функции в окрестности любой точки (x(t

0
), y(t

0
), z(t

0
), 

v(t
0
)), t

0
 Î G, имеющие в самой точке непрерывные 

Рис. 1. Циклографическое моделирование точек 
пространства R4 на гиперэпюре Наумович

Fig. 1. Cyclographic modeling of points 
of space R4 on the Naumovich hyperdrawing

Рис. 2. Циклографическое моделирование линии простран-
ства R4 на гиперэпюре Наумович на основе отображения F
R
 

Fig. 2. Cyclographic modeling of a curve of space R4 
on the Naumovich hyperdrawing on basis of the mapping F
R
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производные. Кривая      состоит из обыкновенных 
точек, для которых выполняется условие:

((x’(t))2+(y’(t))2+(z’(t))2+(v’(t))2 ≠ 0.
 
Выполним ортогональное проецирование линии    

    на координатную гиперплоскость     . Геоме- 
трически это проецирование выполняется гипер-
связкой прямых с несобственным центром V∞ — 
бесконечно удаленной точкой координатной оси v. 
Алгебраически — принятием координаты v значе-
ния, равного 0. В таком случае в гиперплоскости 
(xyz) появляется линия        :

                                               (1)

Примем каждую точку линии      в качестве 
центра ориентированной сферы с радиусом r =  
=|v|. Тогда между множеством точек линии       
и однопараметрическим множеством ориентиро-
ванных  сфер  с  центрами  на  линии            будет  
установлено непрерывное биективное соответ-
ствие. Это соответствие является подмножеством 
более общего непрерывного биективного соответ-
ствия между точечным пространством R4 и множе-
ством ориентированных сфер пространства R3.

Огибающая                                    однопара- 
метрического семейства Φ(t) ориентированных 
сфер с центрами на линии       и радиусами r = 
= |v(t)| будет представлять собой каналовую поверх-
ность — циклографический образ исходной линии 
             в гиперплоскости       .

Уравнение однопараметрического семейства Φ(t) 
сфер может быть выражено следующим образом:

                                                      (2)

при  этом               —  модуль  радиус-вектора      
точки сферы семейства Φ(t). Функция (2) являет-
ся дифференцируемой в области ее задания. Для 
определения огибающей семейства Φ(t) добавим  
к уравнению (2) следующее уравнение:

                                                  (3)

Раскрытие уравнений (2) и (3) приводит к систе-
ме уравнений:

                     (4)

Рассмотрим геометрический смысл этих урав-
нений. Первое уравнение описывают однопараме-
трическое семейство ориентированных     сфер        
радиуса r = |v(t)| с центрами на линии  

     , которая получена в результате отображе- 
ния линии                            на основе орто-
гонального проецирования на гиперплоскость про-
екции    . Каждая из сфер множества получена  
в результате циклографического отображения 
текущих точек линии         на гиперплоскость 
    . Циклографическое отображение выполняется 
проведением α-гиперконусов с вершинами в точках 
линии      и осями, перпендикулярными гиперпло-
скости  проекций       , с  последующим  пересече-
нием  этих  гиперконусов  с  гиперплоскостью       .  
В пересечении образуются сферы S

xyz
 — циклогра-

фические образы точек линии    . Второе уравне- 
ние системы (4) описывает нелинейный пучок (T

1
) 

плоскостей T
1
, каждая из которых проходит пер-

пендикулярно  касательному  вектору   
       линии        , проведенному в ее точке (x(t), 

y(t), z(t)). При этом каждая плоскость T
1
 (рис. 4) па-

раллельна соответствующей нормальной плоскости 
T линии          и смещена от нее, как следует из гео-
метрического смысла второго уравнения системы 
(4), на расстояние

                                                      (5)

Из равенства (5) следует необходимое и доста-
точное условие существования вещественных точек 
каналовой поверхности:

                      (x’)2+(y’)2+(z’)2–(r’)2 ≥ 0.            (6)

Поскольку плоскость T
1
 по условию (6) пересе-

кает сферу S
xyz

 множества по окружности λ, то из 
схемы на рис. 4 следует значение радиуса r

1
 этой 

окружности:

 .              (7)

)(tP

Рис. 3. Циклографическое моделирование 
линии пространства R4 на гиперэпюре Наумович 

на основе отображения F
E

Fig. 3. Cyclographic modeling of a curve of space R4 
on the Naumovich hyperdrawing on basis of the mapping F
E

Рис. 4. Схема образования каналовой поверхности 
Fig. 4. Pattern of the Channel surface formation
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Очевидно, окружность λ является характеристи-
ческой линией огибающей Q

xyz
, определяемой как   

λ = Φ(t) Ç Φ’(t)=T
1
 Ç S

xyz
.

Геометрическая интерпретация системы уравне-
ний (4) позволяет получить уравнение огибающей 
Q

xyz
, представляющей собой циклографический об-

раз линии             . Рассмотрим получение уравне-
ния этой поверхности.

Пусть  параметрические  уравнения  линии   
имеют вид:

      x=x(t), y=y(t), z=z(t), t Î G Ì R.         (8)

Полагаем, что x, y и z — дифференцируемые 
функции на промежутке определения параметра t. 
От параметра t можно перейти к внутреннему пара-
метру s

1
 кривой         :

                      (9)

В каждой точке (x, y, z), удовлетворяющей ус-
ловию                                                ,   т. е.   в 
обыкновенных  точках  линии            ,  которые  к 
тому же не являются точками распрямления  
(    и     не коллинеарны и при этом 
                  )  —  в  таких точках возможно построе-
ние трехгранника Френе 

 

с единичными векторами касательной  , главной 
нормали     и бинормали    . Вектор касательной мо-
жет быть выражен следующим образом:

          (10)

Вектор главной нормали     можно выразить так:
             

 
(11)

Уравнение вектора бинормали     имеет вид:

,                 (12)

где        — кривизна линии      в данной  
точке. 

В  уравнении  (11)  производные              

могут быть получены следующим образом:

 
                                                       ,

при этом                   ; производные      ,       и    

определяются взятием второй производной по t со-
ответствующих функций — выражений τ

x
, τ

y
 и τ

z
  

из уравнения (10).
Запишем уравнение окружности λ радиуса r

1
 = 

= r
1
(t), принадлежащей плоскости T

1
, в системе ко-

ординат подвижного трехгранника Френе:

                                       (13)

 

где радиус r
1
 окружности λ определяется форму- 

лой (7).
Запишем формулы преобразования от подвиж-

ной системы координат A xτyv
zβ к неподвижной O

xyz
, 

используя матрицу преобразований:

 

Рис. 5. Циклографическое моделирование пространственной 
кривой                      на гиперэпюре Наумович

         Fig. 5. Cyclographic modeling of spatial curve     
on the Naumovich hyperdrawing

Рис. 6. Циклографическое моделирование 
плоской кривой                      на гиперэпюре Наумович

         Fig. 6. Cyclographic modeling of a plane curve   
on the Naumovich hyperdrawing
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В матричном виде формулы преобразований 
имеют вид D = A–1 ∙ B+C, где

 

при этом x, y, z — координаты текущей точки A 
линии         . 

От матричной формы записи формул преобра-
зований можно перейти к развернутой координат-
ной форме:

x
1
=xτ ∙ τx

+y
v
 ∙ v

x
+zβ ∙ βx

+x,          
y

1
=xτ ∙ τy

+y
v
 ∙ v

y
+zβ ∙ βy

+y,             (14)
z

1
=xτ ∙ τz

+y
v
 ∙ v

z
+zβ ∙ βz

+z.

Подставляя в (14) выражения координат из 
формул (10), (11), (12) и (13), получим развернутые  
параметрические уравнения огибающей поверхно-
сти Q

xyz
.

Результаты эксперимента

Зададим параметрическую рациональную кри-
вую              уравнениями:

                 (15)

Ее образ       в гиперплоскости     , получен-
ный ортогональным проецированием, описывается 
уравнениями:

                    (16)

Касательный вектор            имеет вид: 

                                            (17)

Производная             имеет вид:

                                            (18)

При исходных данных (15) и соответствую-
щих им уравнениям (16), (17) и (18) ставится зада-
ча определения циклографического образа линии   
            в пространстве      . Определим орты    , 
   ,    трехгранника Френе без использования вну-
треннего параметра s

1
 линии       по методике, от-

личной от вышеизложенной. Орт касательной ли-
нии          определяется следующим образом: 

                 (19)

Вектор  бинормали  линии         определяется 
формулой:

                                                
  (20)

Выражения в числителе и знаменателе дроби 
определяется следующим образом:

                 

(21)

                            (22)

Подставляя выражения (21) и (22) в уравнение 
(20), получим:

             (23)

Введем обозначения:

 
С учетом этих обозначений определим вектор 

главной нормали     линии         :

        (24)

Полученные уравнения (19), (23) и (24) опреде-
ляют проекционные компоненты единичных ортов, 
образующих   трехгранник   Френе  линии           .  
Уравнение (13) определяют проекционные компо-
ненты радиус-вектора линии        . Таким образом, 
известны все компоненты параметрических урав-
нений огибающей Q

xyz
 поверхности, представляю-

щей собой циклографический образ линии   

Рис. 7. Циклографическое моделирование 
пространственной кривой                      на гиперэпюре 

Наумович без учета смещения ρ
T
 

          Fig. 7. Cyclographic modeling of spatial curve   
on the Naumovich hyperdrawing without taking into 

account the displacement ρ
T
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в гиперплоскости      . Подставляя выражения ком-
понент в уравнение (14), получим искомое уравне-
ние каналовой поверхности:

          

(25)

1 ≤ t ≤ 3,5; 0 ≤ φ ≤ 2π,

где  

На рис. 5 приведено изображение каналовой 
поверхности Q

xyz
, представляющей собой циклогра-

фический образ пространственной линии         . 
При этом линия        имеет ортогональные трехмер-
ные проекции        и               . Ортогональным 
образом каналовой поверхности Q

xyz
 на осевой пло-

скости (xy) является область Q
xy
. На рис. 6 на гипер-

эпюре Наумович приведено изображение цикло-
графического образа Q

xyz
 заданной плоской линии 

            , 
 

В рассматриваемом случае Q
xyz

 представляет со-
бой трубчатую поверхность. На рис. 7 приведено 
изображение на гиперэпюре Наумович цикличе-
ской поверхности Q

xyz
, полученной без учета сме-

щения ρ
T
 (5), т. е. ρ

T
=0. В этом случае Q

xyz
 не яв-

ляется циклографическим образом линии           , 
поскольку Q

xyz 
не является огибающей множества 

сфер (S
xyz

).

Основные результаты и выводы

1.  На примере линии пространства R4 показана 
возможность циклографического моделирования 
нелинейных объектов этого пространства на основе 
гиперэпюра Наумович.

2. Получены параметрические уравнения ка-
наловой поверхности, представляющей собой ци-
клографический образ в пространстве R3 линии 
пространства R4. Уравнения представляют собой 
конструктивно-аналитическую модель этой линии, 
удобной для использования в CAD/CAM системах 
и в CAGD.

3.  Выполнен вычислительный эксперимент по 
определению циклографической модели параме-
трической рациональной кривой пространства R4 на 
трехмерном чертеже, реализованном в виртуальном 
электронном 3D-пространстве. Рассмотрены вари-

анты этой модели, приводящие к получению част-
ных видов каналовой поверхности, моделирующих 
соответствующие кривые пространства R4.
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ELEMENTS OF SPATIAL CYCLOGRAPHY

 
K. L. Panchuk, E. V. Lyubchinov

 Omsk State Technical University, 
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

In modern CAD/CAM systems and in CAGD (Computer Aided Geometric Design), models of geometric 
objects (lines, surfaces) of space R4 in space R3 and vice versa are used. The analysis of geometric models used 
in such systems allows us to conclude that research is relevant to the development in R3 of analytical models 
of lines and surfaces of the space R4. In this paper, we show the possibility of obtaining of constructive-
analytical model using the three-dimensional drawing of the space R4, proposed by N. V. Naumovich. Based 
on this drawing, a constructive interpretation of the proposed analytical model is given and its implementation 
is realized in a virtual electronic 3D-space.The model of the R4 space curve proposed in this paper is based 
on the theoretical positions of the spatial cyclography realized in Naumovich’s three-dimensional drawing. 
This proposed model differs from existing ones using the analytical method of modeling. The essence of the 
proposed constructive-analytical modeling consists in the geometric representation and interpretation in the 
three-dimensional drawing of the cyclographic images of points, lines, the set of points and lines of the space 
R4. The constructive-analytical modeling of the R4 space curve on the basis of the cyclographic mapping and 
the possibility of its realization on Naumovich’s three-dimensional drawing allow to get a full picture of the 
interrelation and mutual influence of all the elements of the model. Such a representation is based on the 
implementation of a 3D-drawing in virtual electronic 3D-space with the means of modern graphical CAD and 
allows solving the optimization of the developed models of geometric objects in relation to the requirements 
of modern CAD/CAM systems and CAGD.

Keywords: cyclography, lines and surfaces, geometric modeling, multidimensional space, three-dimensional 
Naumovich’s drawing, channel surface.
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