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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ РАБОЧИХ ПРОЦЕССОВ 
ПОРШНЕВОЙ ГИБРИДНОЙ ЭНЕРГЕТИЧЕСКОЙ МАШИНЫ 

ОБЪЕМНОГО ДЕЙСТВИЯ С УМЕНЬШЕННЫМИ КОЛЕБАНИЯМИ 
ДАВЛЕНИЯ ГАЗА В ЛИНИИ НАГНЕТАНИЯ

В. Е. Щерба, А. В. Григорьев, А. В. Занин 

Омский государственный технический университет,
Россия, 644050, г. Омск, пр. Мира, 11

В работе рассмотрена новая схема уменьшения колебаний давления на линии нагнетания газа  
в компрессорной секции гибридной энергетической машины, выделены основные контрольные 
объемы для компрессорной и насосной секций. На основе общих законов сохранения энер-
гии, массы, движения и уравнения состояния разработана математическая модель для расчета 
контрольных объемов компрессорной секции постоянного и переменного объемов. На основе 
использования уравнения сплошности движения и энергии, с учетом потерь энергии на трение 
и внешний теплообмен, разработана математическая модель течения газа в межступенчатых 
коммуникациях компрессорной секции. На основе использования уравнений Гука массы, объема 
и движения разработана математическая модель работы компрессорной секции в насосном ре-
жиме. Рассматривая течение жидкости в соединительных трубопроводах как квазистационарное, 
проведен их расчет на основе использования уравнений Бернулли. Разработанные математиче-
ская модель и принципиальная схема могут быть использованы при расчете новых эффективных 
конструкций как поршневых компрессоров, так и гибридных энергетических машин.
   
Ключевые слова: поршневой компрессор, поршневой насос, колебания давления, гибридная 
энергетическая машина, поршень, цилиндр.

Введение

Одним из основных путей повышения эф-
фективности работы поршневых компрессоров 
и насосов является объединение их в единый 
агрегат, получивший название — поршневая ги-
бридная энергетическая машина объемного дей-
ствия (ПГЭМОД). Проведенные исследования 
позволили выявить основные преимущества их 
объединения [1]. К числу основных из них мож-
но отнести следующие: улучшение охлаждения 
сжимаемого газа и приближение процесса сжа-
тия к изотермическому как наиболее термоди-
намически выгодному; уменьшение утечек сжи-
маемого газа в процессах сжатия и нагнетания 
в компрессоре; уменьшение работы сил трения 
в поршневом уплотнении; уменьшение массы  
и габаритов объединенного агрегата по сравне-
нию с отдельно взятыми насосом и компрессо-
ром. Необходимо отметить, что от объединения 
насоса и компрессора, в первую очередь, вы-
игрывает компрессор.

Одним из основных недостатков машины 
объемного действия, и в первую очередь порш-
невых, является периодичность подачи газа  
в линию нагнетания, что вызывает колебания 
давления в межступенчатых и концевых ком-
муникациях компрессора. Колебания давления 
в межступенчатых и концевых коммуникациях 
могут привести к увеличению потерь давления  
и, соответственно, работы в клапанах на 40 %. Од-
ним из существующих методов уменьшения ко- 

лебания давления в линии нагнетания газа явля-
ется установка буферных емкостей постоянного 
объема [2–4]. В данной работе рассмотрим уста-
новку буферной емкости переменного объема  
в линии нагнетания, позволяющей существенно 
сократить колебания давления.

На рис. 1 изображена принципиальная схема 
поршневой гибридной энергетической машины  
с буферной емкостью переменного объема. 
Предлагаемое устройство работает следующим 
образом. 

При ходе поршня 1 из нижней мертвой точки 
(НМТ) к верхней мертвой точке (ВМТ) происхо-
дит сжатие и нагнетание газа через нагнетатель-
ный клапан 4 в нагнетательную полость 6, вы-
зывая там увеличение давления на величину Δр. 
Под действием перепада давления газ из нагне-
тательной полости поступает в верхнюю часть 
ресивера 9. В это же время рабочая жидкость 
из ресивера 9 поступает в насосную (подпоршне-
вую) полость 7 по трубопроводу 11. Объем жид-
кости в ресивере 9 уменьшается, объем газовой 
полости увеличивается, что приводит к умень-
шению сначала давления газа в ресивере 9. Из 
верхней части ресивера 9 газ по трубопроводу  
10 подается либо к потребителю, либо в следую-
щую ступень ПГЭМОД. При ходе поршня 1 из 
ВМТ к НМТ газ через всасывающий клапан 3 по-
ступает в компрессорную полость 5. Из насосной 
полости 7 жидкость по трубопроводу 11 подает-
ся в нижнюю часть ресивера 9, уменьшая объ-
ем газовой полости. Уменьшение объема газовой 
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Рис. 1. Расчетная схема поршневой гибридной 
энергетической машины объемного действия 

с уменьшенными колебаниями газа на нагнетании:
1 — дифференциальный поршень со штоком; 2 — цилиндр; 

3 и 4 — всасывающий и нагнетательный клапаны; 
5 — компрессорная полость; 6 — нагнетательная полость; 

7 — насосная полость; 8 — газовый трубопровод; 
9 — ресивер; 10 — нагнетательный трубопровод; 

11 — жидкостный трубопровод; 12 — полость всасывания
Fig. 1. A design scheme for a hybrid power piston machines volumetric 

actions with reduced fluctuations in gas discharge:
1 — the differential piston to the rod; 2 — cylinder; 

3 and 4 — suction and discharge valves; 
5 — compressor cavity; 6 — injection cavity; 7 — pump room; 

8 — gas pipeline; 9 — receiver; 10 — discharge line; 
11 — liquid pipeline; 12 — the cavity of the suction

полости ресивера 9 способствует медленному 
падению давления в ней и более равномерной 
подаче газа по трубопроводу 10. Таким образом, 
увеличение объема в газовой полости ресивера 
9 (буфера) в процессе сжатия и нагнетания газа 
и уменьшение объема газовой полости в про-
цессах обратного расширения и всасывания газа 
позволяет уменьшить амплитуду колебания газа  
в ресивере 9 и обеспечить более равномерную 
подачу газа либо к потребителю, либо в следую-
щую ступень.

Теория метода

Для разработки математической модели ра-
бочих процессов исследуемой поршневой ги-
бридной энергетической машины объемного 
действия проведем моделирование рабочих про-
цессов в полостях постоянного и переменного 
объема и соединенных трубопроводов: полности 
всасывания компрессорной секции 12; рабочей 
полости компрессорной секции 5; полости на-
гнетания компрессорной секции 6; соединитель-
ного трубопровода 8; газовой полости ресивера 
9; рабочей полости 7 насосной секции; соеди-

нительного трубопровода 11; жидкостной поло-
сти ресивера 9. В поршневых компрессорах для 
моделирования рабочих процессов использу-
ются модели с сосредоточенными параметрами  
и математические модели с распределенными па-
раметрами. В работе [2] показано, что неравно-
мерность распределения давлений и температур 
по объему рабочей полости незначительно, что 
позволяет использовать математические модели 
с сосредоточенными параметрами. Кроме того, 
при разработке математической модели будем 
принимать ряд допущений, характерных для мо-
делирования рабочих процессов компрессоров 
объемного действия [2, 5]. Кроме того, учитывая, 
что давление в насосной полости будет практи-
чески всегда равно давлению нагнетания, а дав-
ление в компрессорной полости меняется с тече-
нием цикла от давления всасывания до давления 
нагнетания, то жидкость из насосной полости 
будет перетекать через поршневое уплотнение  
в компрессорную полость. В этом случае утеч-
ки и притечки газа через поршневое уплотнение 
исключены и значения dM

9
 и dM

11
 будут равны 

нулю. Избыточное количество жидкости, находя-
щейся в компрессорной полости, в конце про-
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цесса нагнетания будет вытесняться через на-
гнетательный клапан 4 в нагнетательную полость 
6, а затем по трубопроводу 8 в ресивер 9, где 
будет смешиваться с жидкостью, находящейся  
в нижней части ресивера 9. Однако, учитывая 
незначительный объем жидкости, поступающей 
за цикл через поршневое уплотнение в рабочую 
полость 5 компрессорной секции, влиянием ее  
на рабочие процессы в полости 6, трубопрово-
де 8 и газовой полости ресивера 9 пренебрежем, 
т. е. рабочее тело будет представлять собой чи-
стый газ. 

В основу математической модели рабочих про-
цессов, протекающих в полостях постоянного и 
переменного объема компрессорной секции, по-
ложены следующие основные уравнения: первый 
закон термодинамики тела переменной массы, 
уравнение сохранения массы, уравнение состо-
яния, уравнение изменения объема, уравнение 
динамики движения запорного органа клапана. 

Для полости всасывания 12 компрессорной 
секции вышеперечисленные уравнения запишут-
ся в виде:

 

   (1)

Для полости нагнетания 6 компрессорной  
секции:

 

   (2)

где dU
в1 
= d(M

в1 
c

V 
T

в1
) — элементарное измене-

ние полной внутренней энергии газа во всасы-
вающей полости 12; dU

н1 
= d(M

н1 
c

V 
T

н1
) — тоже 

в нагнетательной полости 6; р
в1
, V

в1
, Т

в1
, М

в1
 — 

соответственно давление, объем, температура  
и масса газа в полости 12; р

н1
, V

н1
, Т

н1
, М

н1
 — 

тоже в полости 6; k, c
V
, R — показатель адиаба-

ты, удельная изохорная теплоемкость и газовая 
постоянная соответственно; dM

1
, dM

2
, dM

3
, dM

4
, 

dM
5
, dM

6
, dM

7
, dM

8
 — значения элементарных 

масс, проходящих через границы исследуемых 
контрольных объемов; iв

0
, iв

1
, iн

1
, iс

1
, in

в0
 — зна-

чения удельной энтальпии всасываемого газа, 
газа в полости всасывания, в полости нагнетания,  
в рабочей полости, в первом координатном слое 
трубопровода 8 соответственно; dQ

в1
, dQ

н1
 — эле-

ментарный внешний теплообмен в полости вса-
сывания и полости нагнетания соответственно.

Для газового объема рабочей полости 5 ком-
прессорной секции система уравнений запишет-
ся в виде:
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Рис. 2. Расчетная схема ПГЭМОД при насосном ходе 
в компрессорной полости при подходе поршня 

к верхней мертвой точке (обозначения см. на рис. 1)
Fig. 2. A design scheme PHPM (piston hybrid power machine) 

when pumping the compressor cavity at the approach 
of the piston to top dead center (designations see in Fig. 1)
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температура и масса газа в рабочей полости 5; 
F

n
, S

h
, ω — площадь поршня, его полный ход  

и угловая скорость коленчатого вала; dQ
с1
 — эле-

ментарный внешний теплообмен в рабочей по-
лости 5; dM

w1
, dM

w2
 — элементарные массы жид-

кости, уходящей и приходящей через поршневое 
уплотнение; ρ

w
 — плотность жидкости; φ — угол 

поворота коленчатого вала; λ — отношение хода 
поршня к удвоенной длине шатуна; m

пр
 — при-

веденная масса запорного органа самодейству-
ющего клапана; h — высота подъема запорного 
органа (всасывающего либо нагнетательного кла-

пана);                              —  сумма сил, дей-

ствующих на запорный орган, включающая силу 
давления газа F

p
, силу упругости пружины F

пр
, 

силу сопротивления F
с
, силу тяжести G

пр
 . 

Значения элементарного внешнего теплооб-
мена dQ

в1
, dQ

н1
, dQ

с1
 определяются на основании 

гипотезы Ньютона–Рихмана, а коэффициент те-
плообмена — на основании эмпирической зави-
симости «Прилуцкого–Фотина» [2].

При определении коэффициента теплоотдачи 
используется значение скорости поршня в каче-
стве определяющей скорости. В нашем случае 
значение скорости поршня определяется как

     (4)

где v
поркин

 — скорость поршня, обусловленная  
кинематикой механизма привода.

Значение элементарных масс жидкости, по-
ступающих через поршневое уплотнение щеле-
вого вида, пренебрегая фрикционной составляю-
щей, определяется как [6]

    (5)

где d
n
 — диаметр поршня; μ

w
 — динамическая 

вязкость жидкости; l
n
 — длина поршня; δ — за-

зор между поршнем и цилиндром.
Значения массовых потоков dM

1
, dM

2
, dM

3
, 

dM
4
, dM

5
, dM

6
 определяются на основании реко-

мендаций работы [2].
При наличии сжимаемого газа в рабочей по-

лости компрессорной секции 5 текущие значе-
ния объема, массы и высоты жидкости над порш-
нем могут быть определены как

     (6)

    (7)

      (8)

где V
w1i

, M
w1i

 — объем и масса жидкости над 
поршнем в момент времени i; V

w1(i+1)
, M

w1(i+1) 
— 

объем и масса жидкости над поршнем в момент 
времени (i+1); S

w1(i+1)
 — высота жидкости над 

поршнем момент времени (i+1).

При подходе поршня к ВМТ весь газ из ра-
бочей полости 5 будет вытеснен и компрессор-
ная полость будет работать в режиме насосной  
(рис. 2).

При составлении математической модели ра-
бочих процессов насосной секции примем сле-
дующие основные допущения [7]: капельная 
жидкость сжимаема и подчиняется закону Гука; 
распределение давления в рабочей полости насо-
са однородно; стенки рабочей полости абсолют-
но жесткие; растворение газа в жидкости прене-
брежимо мало; нарушение сплошности жидкости 
отсутствует.

Система уравнений, описывающих измене-
ние термодинамических параметров жидкости  
в конце процесса нагнетания в компрессорной 
полости, запишется в виде [7, 8]:

 

   (9)

где h
i
 — высота подъема запорного органа само-

действующего клапана; m
пр
 — приведенная масса 

запорного органа;         — сумма сил, действую-

щих на запорный орган самодействующего клапа-
на; τ — время; E

w
 — модуль упругости жидкости.

Для расчета течения газа в межступенчатых 
коммуникациях воспользуемся системой диф-
ференциальных уравнений в частных произво-
дных, которая включает в себя уравнение нераз-
рывности газа, уравнение динамики движения  
и уравнение сохранения энергии в дивергентном  
виде [9].

 

   (10)

где ρ — плотность газа; u
x
 — скорость газа 

вдоль оси трубопровода; T — температура газа; 
d — диаметр трубопровода; p — давление газа; 

                — полная энергия газа; u = с
v
T — удель- 

 
ная внутренняя энергия газа; T

0
 — температура 

окружающей среды. Значения коэффициента  
теплопередачи k

M
 и коэффициента трения по 

длине λ
ТР
 определяются по существующим ре-

комендациям. Постановку граничных условий  
проводим в соответствии с результатами рабо-
ты [10].
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Система уравнений, описывающих измене-
ние термодинамических параметров газовой по-
лости ресивера 9, запишется в виде:

  (11)

где dU
н1 

= d(M
н1 

c
V 
T

н1
) — элементарное измене-

ние полной внутренней энергии газовой полости 
ресивера 9; dQ

н2
 — элементарный внешний те-

плообмен (определяется на основании известных 
рекомендаций для поршневых компрессоров [2], 
при этом характерная скорость должна опреде-
ляться как dQ

н2
 =

 
dV

н
/(F

p
dτ), где F

p
 — площадь 

поперечного сечения ресивера); р
н2
, V

н2
, Т

н2
, М

н2 
—  

текущее значение давления, объема, температу-
ры и массы в газовой полости ресивера 9; dM

w3
, 

d
Mw4

 — элементарные массы жидкости, отделя-
емые и присоединяемые к жидкостной полости 
ресивера 9 через трубопровод 11; dM

12
, dM

13 
— 

элементарные массы газа, присоединяемые и от-
деляемые к газовой полости ресивера 9 через 
трубопровод 8; dM

15
, dM

14
 — тоже через трубо-

провод 10; in
xm

, i
н0
, i

н2
 — энтальпии газа, присо-

единяемого через трубопровод 8, трубопровод 10 
и энтальпия газа в газовой полости ресивера 9. 

Для расчета давления р
w1

 в подпоршневой по-
лости 7 воспользуемся уравнением сохранения 
энергии в форме уравнения Бернулли. Выберем 
два сечения: сечение I-I совпадает с поверхно-
стью уровня жидкости в ресивере 9, а сечение 
II-II — с нижней поверхностью поршня 1. Тогда,

    (12)

z
1
, z

2
 — геометрические высоты — центры  

 
тяжести сечений I-I и II-II;   

                 — скорость движения жидкости в се- 
 
чении II-II (равна скорости поршня);           — 
 
скорость движения жидкости в сечении I-I; 
   
                             — потери напора по длине тру- 
 
бопровода 11; λ

w
 — коэффициент трения по 

длине, определяется на основании известных 
рекомендаций; l

w1
, d

w1
 — длина и внутренний 

диаметр соединительного трубопровода 11; 
 
                      — потери напора, затрачи- 
 
ваемые на преодоление местных сопротивлений 

ζ
1
 и ζ

2
, связаны с внезапным сжатием и расшире-

нием потока жидкости (значение ζ
1
 и ζ

2
, так же, 

как и λ
w  
, определяется по известным рекомен- 

 
дациям);                                               — 
 
инерционные потери напора, обусловленные  
неравномерным движением поршня 1 и, соответ-
ственно, жидкости в подпоршневом простран-
стве 7, трубопроводе 11 и ресивере 9; S

w2
 — теку-

щее расстояние от нижней крышки цилиндра до  
 
сечения II-II;                                        — ускоре- 
 
ние поршня;                — текущее значение уров- 
 
ня жидкости в ресивере.

Значения dM
w3

 и dM
w4

, входящих в систему 
уравнений (11), можно определить как

     (13)

Пренебрегая разницей (z
1
–z

2
), величина дав-

ления р
w1

 в подпоршневой полости из уравнения, 
входящего в систему уравнений (11), определит-
ся как

   (14)

Заключение

Таким образом, разработана математическая 
модель рабочих процессов гибридной энергети-
ческой машины, обладающей малыми колебани-
ями газа в линии нагнетания компрессорной сек-
ции и высокими расходными и энергетическими 
характеристиками. Разработанная математиче-
ская модель может быть использована как при 
исследовании, так и при проектировании данно-
го класса машин.
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MATHEMATICAL MODEL OF WORKING PROCESSES 
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The paper considers a new scheme for reducing pressure fluctuations on the gas injection line in the 
compressor section of a hybrid power machine, highlights the main control volumes for the compressor 
and pump sections. Based on the General laws of conservation of energy, mass, motion and the 
equation of state, a mathematical model for calculating the control volumes of the compressor section of 
constant and variable volumes is developed. Based on the use of the equation of continuity of motion 
and energy, taking into account the energy loss for friction and external heat transfer, a mathematical 
model of the gas flow in the interstage communications of the compressor section is developed. Based 
on the use of Hooke’s equations of mass, volume and motion, a mathematical model of the compressor 
section in the pump mode is developed. Considering the fluid flow in the connecting pipelines as 
quasi-stationary, their calculation is carried out on the basis of the Bernoulli equations. The developed 
mathematical model and schematic diagram can be used in the calculation of new efficient designs of 
both piston compressors and hybrid power machines.
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