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ЛИНЕАРИЗОВАННАЯ МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
РЕЗИНОКОРДНОЙ ОБОЛОЧКИ ВРАЩЕНИЯ

В. С. Корнеев, В. В. Шалай 

Омский государственный технический университет,
Россия, 644050, г. Омск, пр. Мира, 11

Проведена процедура линеаризации ранее построенной математической модели резинокордной 
оболочки вращения с упругодеформируемыми нитями корда при симметричном нагружении 
внутренним избыточным давлением и осевой силой. Проанализированы характерные особенно-
сти линеаризованной математической модели, особое внимание обращено на правильный выбор 
ненагруженной отсчётной конфигурации, имеющей место не при нулевом избыточном давле-
нии, а при избыточном давлении, стремящемся к нулю. Отмечено, что наибольший практиче-
ский интерес линеаризованная математическая модель представляет для аналитического расчёта  
и проектирования резинокордных патрубков и пневматических амортизаторов рукавного типа  
с оптимальными рабочими характеристиками.
   
Ключевые слова: резинокордная оболочка вращения, математическая модель, линеаризация, 
ненагруженная конфигурация.

Введение

В системах виброзащиты и виброизоляции 
широко используются пневматические элементы 
с резинокордными оболочками [1–3], а также 
резино-гидравлические виброопоры [4]. Кон-
структивные схемы пневматических элементов  
и виброопор весьма разнообразны, у большин-
ства из них резинокордные оболочки выполнены 
в виде оболочек вращения.

Резинокордная оболочка вращения в нена-
груженном состоянии имеет по оси длину l

0
,  

а меридиан её срединной поверхности описы-
вается (в цилиндрической системе координат) 
уравнениями r

0
(ξ

0
), z

0
(ξ

0
) (рис. 1а). Здесь ξ

0
 — 

криволинейная координата произвольной точки 
меридиана M

0
(r

0
, z

0
), равная длине соответствую-

щей дуги меридиана в отсчётной конфигурации 
(до нагружения). После нагружения (внутренним 
избыточным давлением p

u
 и осевой силой P) сре-

динная поверхность оболочки принимает форму 
некоторой поверхности вращения с меридианом  
r(ξ), z(ξ) и длиной l вдоль оси (рис. 1б). Здесь ξ — 
криволинейная координата произвольной точки 
меридиана M(r, z), равная длине соответствую-
щей дуги меридиана в актуальной конфигурации 
(после нагружения). Благодаря осевой симметрии 
каждая материальная точка в меридианном сече-
нии срединной поверхности оболочки переходит 
из начального положения M

0
 с координатами r

0  

и z
0
 в конечное положение M с координатами r 

и z, не выходя за пределы данного меридианного 
сечения (рис. 1).

Напряжённо-деформированное состояние ре-
зинокордной оболочки вращения описывается 
полной системой уравнений, полученной в [5]  
и состоящей из четырёх обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений

      (1)

       (2)
       

(3)
       

(4)

с соответствующими граничными условиями 
крепления резинокордной оболочки к металли-
ческой арматуре, выражений для кривизны ме-
ридиана κ

1
 и кривизны параллели κ

2
:

Рис. 1. Срединная поверхность оболочки вращения: 
а — до нагружения (отсчётная конфигурация); 

б — после нагружения (актуальная конфигурация)
Fig. 1. The median surface of rotation shell: 

a — before loading (reference configuration); 
b — after loading (actual configuration)
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(5)

зависимостей

      

(6)

определяющих кратность удлинения параллели 
λ

2
 и величину угла наклона нитей корда к мери-

диану α и определяющих соотношений

   (7)

   (8)

связывающих погонные (на единицу длины) ме-
ридианное усилие T

1
 и тангенциальное (окруж-

ное) усилие T
2
 с кратностями удлинения мериди-

ана λ
1
 и параллели λ

2
. Функции

   (9)

  (10)

описывают упругие напряжения в резине через 
упругий потенциал Ф(λ

1
, λ

2
, λ

3
) с учётом условия 

несжимаемости λ
1
 λ

2 
λ

3
 = 1 (λ

3
 = h/h

0
 — кратность 

изменения толщины стенки). Здесь φ
1
 — угол 

между касательной к меридиану и осью враще-
ния оболочки; p

u
 — внутреннее избыточное дав-

ление в оболочке; P
к
(λ

к
) — силовая характеристи-

ка нити корда, отражающая зависимость усилия 
P

к
 от кратности удлинения нити корда

     (11)

k — число слоёв нитей корда одного направ-
ления, 

     (12)

объёмные доли резины и нитей корда соответ-
ственно в (несжимаемом) резинокордном компо-
зите, d

к
 — диаметр нити корда в ненагруженном 

состоянии, h
0
 и h — полутолщина стенки резино-

кордной оболочки до и после нагружения. Гео-
метрическая форма оболочки в ненагруженном 
состоянии описывается параметрическими зави-
симостями r

0 
= r

0
(ξ

0
), z

0 
= z

0
(ξ

0
), а начальный шаг 

между нитями корда и начальный угол наклона 
нитей корда к меридиану — параметрическими 
зависимостями δ

0 
= δ

0
(ξ

0
), α

0 
= α

0
(ξ

0
) соответствен-

но, которые устанавливаются путём прямых из-
мерений специальным образом подготовленных 
образцов резинокордной оболочки, либо теоре-
тически, исходя из технологии изготовления ре-
зинокордной оболочки [5].

Полная система уравнений (1–12), описыва-
ющая упругое деформирование резинокордной 
оболочки, является нелинейной. По этой причи-
не возможно только численное решение соответ-
ствующей краевой задачи. С другой стороны, при 
поиске численного решения нелинейной задачи 
необходимо располагать «хорошим» начальным 
приближением, достаточно близким к искомому 
решению для того, чтобы обеспечить сходимость 
численного алгоритма и сократить время прове-
дения численных расчётов. Поэтому первый шаг 
в исследовании нелинейных систем состоит, как 
правило, в построении приближённой линейной 
модели, получаемой линеаризацией исходных 
уравнений. Если в дополнение к этому удаётся 
получить аналитическое решение линеаризо-
ванных уравнений1, то тогда можно проверить 
адекватность линейной математической модели 
и уточнить область её применимости.

Помимо этого, приближённое аналитическое 
решение линеаризованной задачи позволяет, во-
первых, быстро и эффективно проводить пред-
варительный анализ работы пневматического 
элемента в составе той или иной системы вибро-
защиты и виброизоляции и, во-вторых, ставить 
и решать задачи оптимального проектирования, 
связанные с подбором рациональных конструк-
тивных параметров резинокордной оболочки, 
оценивать её поведение во всём диапазоне изме-
нения конструктивных параметров и, как мини-
мум, делать качественное заключение о целесо- 
образности того или иного технического решения.

В этой связи настоящая статья посвящена вы-
воду линеаризованных уравнений математиче-
ской модели резинокордной оболочки вращения 
(1–12) и анализу характерных особенностей.

Теория

Поскольку вся нагрузка, приложенная к ре-
зинокордной оболочке, воспринимается прак-
тически одними нитями корда, при построении 
линейной математической модели, ограниченной 
малыми упругими деформациями, можно прене-
бречь вкладом резины. В этом случае после от-
брасывания последнего члена в правой части (7), 
(8) получаются упрощённые определяющие соот-
ношения, используемые в безмоментной теории 
сетчатых оболочек вращения [7–17]:

     (13)

     (14)

Если (14) разделить на (13), придём к общеиз-
вестному соотношению между погонными уси-
лиями вдоль меридиана и параллели при симме-
тричном нагружении оболочки:
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 T
2 
/ T

1
 = tg2 α .                  (15)

Введём следующие представления для геоме-
трических переменных:

 r
 
= r

0
(ξ

0
) + u

r 
,

  
z

 
= z

0
(ξ

0
) + u

z 
,   

  (16)

где u
r 
, u

z
 — радиальное и осевое перемещения 

точек срединной поверхности оболочки при 
переходе из отсчётной в актуальную конфигу-
рацию соответственно, Δφ

1
 — приращение угла 

наклона меридиана к оси вращения оболочки 
при указанном переходе (рис. 1). В качестве от-
счётной конфигурации возьмём конфигурацию, 
в которой нет смещения торцов оболочки из её 
среднего положения (S ≡ l–l

0 
= 0), нити корда  

не напряжены, а погонные усилия T
1
=T

2
=0. По-

следнее имеет место, если внутреннее избыточ-
ное давление равно нулю (p

u
=0).

Будем исходить из предположения, что пер-
вичные переменные T

1
, u

r 
, u

z 
, Δφ

1
 непрерывным  

образом зависят от избыточного давления p
u
 и что 

 

  (17)

Полагаем также, что внутреннее избыточ-
ное давление p

u
 достаточно мало для того, чтобы 

можно было пренебречь любыми членами в ис-
ходных нелинейных уравнениях, кроме тех, ко-
торые линейным образом зависят от величин p

u
, 

T
1
, u

r 
, u

z 
, Δφ

1
 и их производных по независимой 

переменной ξ
0 
.

Преобразуем систему дифференциальных 
уравнений (1–4) с учётом замены первичных 
переменных (16), соотношения (15) и вытекаю-
щих из (2–4) равенств

 

где     — кривизна меридиана в отсчётной кон-
фигурации. Получим

   (18)
   

(19)
   

(20)
     

(21)

Для замыкания системы дифференциальных 
уравнений (18–21) следует добавить определя-
ющие соотношения (13), (15), выражения (5) для 
кривизны меридиана и параллели, преобразован-
ные выражения для кратностей удлинения мери-
диана и параллели

 

   (22)

эквивалентные выражениям (6), (11), а также вы-
ражение

 λ
к 
= 1+ ε

к 
,                    (23)

связывающее кратность λ
к
 и относительное удли-

нение ε
к
 нитей корда. Для точного описания си-

ловой характеристикой нитей корда достаточно 
ограничиться квадратичной зависимостью

   (24)

1.  Линеаризация математической модели

Исходя из (16) и представления

 α
 
= α

0
(ξ

0
) + Δα ,

в линейном приближении имеем

   

(25)

   (26)

  

(27)

С учётом (16), (23), (26) линеаризованные 
уравнения (22) принимают вид

   (28)

( ) ,10
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Последние два уравнения (28) отражают связь 

между приращением угла наклона нитей корда 
Δα, их относительным удлинением ε

к
 и радиаль-

ным смешением u
r  
:

      (29)

Далее линеаризуем уравнения (15), (24):

      (30)

На основании (23), (28), (30) для линеаризо-
ванного соотношения (13) имеем

      (31)

Соотношение (31) позволяет выразить отно-
сительное удлинение нитей корда через мериди-
анное усилие:

 (32)

Обратимся теперь к выражениям (5) для кри-
визны меридиана и параллели. С помощью (25), 
(27) сначала находим

 

После этого с учётом (15), (27) получаем

 (33)

При p
u 
= 0 кривизна κ

1
=   (ξ

0
). В силу данного 

факта из (33) имеем

 
или

 

Следовательно, по определению предела [18]

     (34)

где A — некоторая величина первого порядка 
малости:

      (35)

Подставляя (34) в (33), приходим к выражению
 

 (36)

Перейдём к дифференциальному уравнению 
(18). Благодаря (25), (27), (28) получаем линеари-
зованное уравнение

     (37)

Разделяя переменные в (37), интегрированием 
находим

   (38)

где T
1
(0) — значение меридианного усилия при 

ξ
0 
= 0 (в точке крепления оболочки к металличе-

ской арматуре). Если ввести обозначение

 

выражение (38) можно переписать в компактном 
виде:

      (39)

С другой стороны, согласно (34)

     (40)

или в линейном приближении (по поправке к кри-
визне меридиана A)

   (41)

Согласно (35), поправка A является бесконеч-
но малой величиной по избыточному давлению 
p

u 
= 0. Поэтому в первом приближении (по p

u
) из 

(41) имеем

    (42)

На основании (42) можно записать

      
Поэтому приближённые зависимости (39), 

(42) совместимы друг с другом в том случае, если
 

   (43)
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Подстановка выражения (42) в (32) определя-
ет зависимость относительного удлинения нитей 
корда в первом приближении по давлению:

 (44)

Замечание. После нахождения зависимости  
A(ξ

0
) выражение (41) можно использовать как 

приближение второго порядка (по давлению p
u
)  

для меридианного усилия T
1
(ξ

0
). Более высокую 

точность обеспечивает прямое применение вы-
ражения (40). Подробное изложение вопроса  
о порядке внесения поправок в приближённые 
зависимости первого порядка требует отдельного 
исследования, выходящего за рамки настоящей 
статьи.

Чтобы получить дифференциальное уравне-
ние для поправки A(ξ

0
), перепишем выражение 

(34) в виде2

     (45)

Возьмём от (45) производную по ξ
0
 и учтём 

дифференциальное уравнение (18) совместно  
с (34); придём к следующей цепочке равенств:

 

Линеаризуя данное уравнение, с помощью (25),  
(27–29), (44) получим

 

Отсюда со ссылкой на пределы (17), (35) сле-
дует, что

  (46)

В результате приходим к искомому диффе-
ренциальному уравнению

 
(47)

Сопутствующее равенство (46) определяет 
дифференциальную связь между геометрически-
ми характеристиками меридиана срединной по-
верхности оболочки и углом расположения ни-
тей корда в отсчётной конфигурации. Равенство 
(46) в обязательном порядке должно выполнять-
ся, чтобы существовали пределы (17), (35).

Аналогичным образом линеаризуются уравне-
ния (19), (20). Исходя из (25), (28), имеем

     (48)

     (49)

Точно так же для уравнения (21) с помощью 
(36) получаем

   (50)
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Таким образом, замкнутая система линеари-

зованных уравнений состоит из четырёх диффе-
ренциальных уравнений (47–50), служащих для 
определения неизвестных функций A(ξ

0
), u

z
(ξ

0
)
 
,  

u
r
(ξ

0
)
 
, Δφ

1
(ξ

0
) по заданным граничным условиям. 

Так, например, для оболочки с неизменными точ-
ками крепления к металлической арматуре (рис. 1)  
граничные условия можно представить в следу-
ющем виде:

      
(51)

     

(52)

где    — криволинейная координата той точки  
меридиана, в которой закреплена оболочка спра-
ва (рис. 1); S = l – l

0
 относительное смещение 

торцов оболочки (рис. 1). В случае если резино-
кордная оболочка обладает плоскостью симме-
трии z

0 
= l

0 
/ 2 в ненагруженном состоянии (рис. 

1), то граничные условия (52) можно заменить 
эквивалентными граничными условиями

 

которые более удобны при интегрировании 
системы уравнений (47–50). Здесь         — 
криволинейная координата точки меридиана, 
расположенной на экваторе оболочки посереди-
не её длины (рис. 1).

Обсуждение результатов

Исходная нелинейная математическая модель 
(1–12) обладает одной характерной особенно-
стью. Дело в том, что геометрия меридиана обо-
лочки «по чертежу», имеющая место после из-
готовления при нулевом избыточном давлении 
p

u 
= 0, может существенно отличаться от геоме-

трии меридиана при стремлении избыточного 
давления к нулевому пределу p

u 
→ 0. Так, напри-

мер, «по чертежу» полумеридиан резинокордной 
оболочки баллонного типа состоит из прямоли-
нейного участка A

0
B

0
 и четверти окружности 

B
0
K

0
 (рис. 2). В точке крепления A

0
 при началь-

ном значении φ
1
 = 90 ° приращение угла накло-

на меридиана к оси вращения составляет Δφ
1
 = 

= 16,0 ° при избыточном давлении p
u
 = 10–4 бар 

(или 10 Па) (рис. 2). Поэтому если в качестве от-
счётной конфигурации берётся конфигурация3 

при p
u 
= 0 (положение 1 меридиана на рис. 2), 

то тогда не будут выполняться предельные ра-
венства (17), которые лежат в основе процедуры 
линеаризации. В частности, не будут удовлетво-
ряться равенства (43), (46), которым должна соот-
ветствовать «правильная» геометрия меридиана 
оболочки в отсчётной конфигурации. Указанные 
требования выполняются только в том случае, 
если в качестве отсчётной конфигурации взять 
предельную конфигурацию, имеющую место  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

 
при p

u 
→ 0 (положение 2 меридиана на рис. 2). 

Недостатком данной конфигурации является то, 
что она наперёд неизвестна, соответствующие 
геометрические характеристики меридиана при-
ходится предварительно оценивать, используя 
численные методы: рассчитывать на ПЭВМ и ап-
проксимировать результаты так, чтобы выполня-
лись равенства (43), (46).

Несовпадение конфигураций оболочки при 
p

u 
= 0 и p

u 
→ 0 является следствием того, что ис-

ходная математическая модель (1–12) базируется 
на безмоментной теории резинокордных оболо-
чек. При учёте сопротивления изгибным дефор-
мациям данная особенность не возникает. Одна-
ко в последнем случае математическая модель 
сильно усложняется, что не совсем оправданно, 
так как для пневматических элементов практиче-
ское значение имеет поведение резинокордной 
оболочки при достаточно больших давлениях  
(1 бар и выше), для которых приближения безмо-
ментной теории вполне достаточно [7–17].

Обоих отмеченных особенностей лишён слу-
чай, когда меридиан оболочки в ненагруженном 
состоянии является прямой линией. Данный слу-

Рис. 2. Меридиан срединной поверхности РКО 
модели Н-50 при S = 0:

1 — избыточное давление p
u
 = 0; 

2 — избыточное давление p
u
 = 10 Па;

A
0
 — точка крепления оболочки 
к металлической арматуре;

B
0
 — точка перехода от прямой линии 

к окружности (p
u
 = 0);

K
0
 — точка экватора (p

u
 = 0)

Fig. 2. The meridian of the middle surface 
of the RKO model N-50 at S = 0:

1 — overpressure p
u
 = 0; 

2 — overpressure p
u
 = 10 Па;

A
0
 — point of attachment of the casing to metal fittings;

B
0
 — transition point from a straight line 

to a circle (p
u
 = 0); 

K
0
 — equator point (p

u
 = 0)
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чай соответствует резинокордной оболочке, ко-
торая в технической литературе называется ре-
зинокордным патрубком [19, 20]. Резинокордные 
патрубки применяются не только для соединения 
трубопроводов, но и в качестве так называемых 
пневматических амортизаторов рукавного типа 
[14], рукавных амортизаторов растяжения [21]  
в системах виброзащиты и виброизоляции. 

Заключение

Линеаризованные уравнения (47–50) пред-
ставляют собой обыкновенные дифференциаль-
ные уравнения первого порядка с переменны-
ми коэффициентами. Вследствие переменности 
коэффициентов получить общее аналитическое 
решение не представляется возможным, кроме 
частного случая, когда коэффициенты являются 
постоянными величинами [22–24].

Более существенной является другая харак-
терная особенность рассматриваемой краевой 
задачи, проиллюстрированная на примере ре-
зинокордной оболочки баллонного типа (рис. 2).  
Прямолинейный участок меридиана A

0
B

0
 под 

действием ненулевого (даже бесконечно мало-
го) избыточного давления должен значительно 
искривиться, чтобы стало возможным дости-
жение соответствующего положения равнове-
сия. Поэтому геометрия меридиана при p

u 
= 0 

сильно отличается от геометрии меридиана при 
стремлении избыточного давления к нулевому  
пределу p

u 
→ 0.

Обеих отмеченных особенностей лишён част-
ный случай, когда меридиан оболочки в нена-
груженном состоянии является прямой линией.  
В технических приложениях данные оболочки ис-
пользуются в качестве резинокордных патрубков 
для соединения трубопроводов [19, 20], в систе-
мах виброзащиты и виброизоляции — как пнев-
матические амортизаторы рукавного типа [14]  
или рукавные амортизаторы растяжения [21].  
В последующем исследовании будет показано, 
что для перечисленных резинотехнических из-
делий можно получить аналитическое решение 
линеаризованной математической модели, кото-
рое представляет практический интерес для про-
ектирования резинокордных оболочек вращения 
с оптимальными рабочими характеристиками.

Примечания

1  Как отмечал Н. Е. Жуковский, «задача учёного состав-
лять такие уравнения, которые можно интегрировать» [6].

2  С логической точки зрения запись (45) является опре-
делением величины A.

3  Обратим внимание, что в отсчётной конфигурации 
смещение торцов оболочки отсутствует: S = l – l

0 
= 0 (рис. 1).
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LINEARIZED MATHEMATICAL MODEL 
OF RUBBER-CORD SHELL OF ROTATION

V. S. Korneyev, V. V. Shalay 

Omsk State Technical University, 
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

The procedure of linearization of the previously constructed mathematical model of a rubber-cord shell 
of rotation with elastically deformable cord threads under symmetric loading with internal excessive 
pressure and axial force is performed. The characteristic specialty of the linearized mathematical model 
is analyzed, special attention is paid to the correct choice of the unloaded reference configuration, 
which takes place not at zero excess pressure, but at excess pressure tending to zero. It is noted that the 
linearized mathematical model is of the greatest practical interest for analytical calculation and design 
of rubber-cord branch pipes and pneumatic sleeve-type shock absorbers with optimal performance 
characteristics.
   
Keywords: rubber-cord shell of rotation, mathematical model, linearization, unloaded configuration.
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