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В статье представлена квантово-механическая модель ионного двигателя. Рассмотрены основ-
ные уравнения, описывающие форму ускоренного пучка. Приведены пластины-детекторы, де-
монстрирующие интерференционную картину в тонких пленках. Дано математическое описание 
рельефа тонких плёнок с помощью полученной волновой функции. Продемонстрирована работа 
ионного двигателя малой мощности. Показаны результаты численного решения модели с раз-
личными начальными значениями. По результатам вычислений построены диаграммы траекто-
рий заряженных частиц.

Ключевые слова: модели ионных и плазменных двигателей, математическое моделирование дви-
жения заряженных частиц, ионный двигатель, малый космический аппарат, квантовая механика, 
квантово-механическая модель.

Введение

В настоящее время ионные микродвигатели яв-
ляются перспективным направлением в космиче-
ской технике. Они нашли свое применение в ми-
кро- и наноспутниках. Исследование качественных 
и количественных параметров реактивных струй 
ионизированного газа таких двигателей становится 
актуальной задачей. Существуют несколько мето-
дов и моделей, которые используются для описания 
ускоренных частиц в ионных и плазменных двига-
телях. 

Начнем обзор с двумерной модели с тремя ско-
ростными компонентами [1–3]. Она использует-
ся для численного моделирования и исследования 
поведения потока заряженных частиц. Распреде-
ление частиц в пространстве моделируется в дву-
мерной плоскости XY. Каждая частица имеет три 
компоненты скорости: две в направлении XY и одну  
в направлении Z. Такая модель может быть исполь-
зована для анализа взаимодействия частиц с дру-
гими частицами и ускорения частиц в магнитных  
и электрических полях. 

Существуют модели, основанные на PIC-методе 
[4–6]. В этом методе моделируемое пространство 
разбивается на сетку и заряженные частицы дви-
жутся по этой сетке. Каждая частица имеет опреде-
ленную массу, заряд и скорость. Движение частицы 
осуществляется под воздействием электрических  
и магнитных полей. В каждой клетке сетки рассчи-
тываются величины этих полей. Сетки или ячейки 
обычно выбирают прямоугольной или кубической 
формы. С помощью уравнений Максвелла произво-
дится расчет полей, учитывая заряды и токи частиц. 
Движение частиц определяется по законам Ньюто-
на и Лоренца, а положение частиц и их скорость 
обновляются на каждой итерации расчета. 

Закончим обзор моделью расчета, которая осно-
вана на методе столкновения Монте-Карло. Он учи-
тывает столкновения между заряженными частица-
ми, такими как ионы и электроны. Метод включает 

в себя случайный выбор вероятности столкновений 
и производит расчет на основании этой вероятно-
сти. Так, каждая частица имеет определенную вели-
чину вероятности столкновения в единицу времени. 
На каждой итерации расчета происходит случайная 
выборка столкновений частиц на основе этих веро-
ятностей. 

Изменения скорости и энергии частиц вычис-
ляются после выбора сталкивающейся пары. Пре-
имуществом метода является учет различных типов 
столкновений частиц и возможность динамически 
изменять вероятности столкновений в зависимости 
от условий моделирования [7–10].

Представленные модели основываются на клас-
сической механике и термодинамике. Однако для 
ионных двигателей может быть необходимо более 
точное описание некоторых процессов в ионизиро-
ванной струе газа. 

Таким образом, в работе предпринята попытка 
создания модели, которая базируется на принципах 
квантовой механики. Сделаем небольшое отступ- 
ление. 

В 1952 году физик Дэвид Бом предложил новую 
интерпретацию квантовой механики, известную 
как «интерпретация Бома». Идеи этой интерпрета-
ции опубликованы в работе [11]. Квантовая модель 
показывает, что система в любой момент времени 
описывается волновой функцией, которая предска-
зывает вероятность обнаружения частиц. Так, по-
явился альтернативный подход, где предполагается 
существование траекторий для каждой частицы. Ин-
терпретация Дэвида Бома сохраняет классическое 
понимание движения частиц и позволяет решить 
некоторые проблемы квантовой механики. К ним 
можно отнести неопределенность и коллапс волно-
вой функции. Основная идея модели заключается 
в том, что помимо волновой функции существуют 
скрытые переменные, определяющие траектории 
частиц. Тогда появляется возможность предсказать 
положения частиц, так как их траектория подчиня-
ется как квантовым, так и классическим законам.
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Предпримем попытку применить данную модель 
для описания траекторий частиц ионного двигателя. 
Рассмотрим ионный двигатель малой мощности, мо-
дель которого показана на рис. 1.

Двигатель состоит из цилиндрического корпу- 
са 1, который является катодом. Внутри располо-
жен анод 2 и постоянный магнит 3. Между анодом 
и корпусом подается импульсное высоковольтное 
напряжение. Так, постоянным магнитом в зазоре 
удерживаются электроны, дополнительно ионизи-
руя газ. Ионы же ускоряются импульсным напря-
жением и создают реактивную тягу. Если предста-
вить двигатель в двумерной плоскости XY, то для 
такого случая траектории частиц можно описать с 
помощью квантовой модели Бома. 

Рассмотрим подробнее эту возможность. Попыт-
ка объяснить интерференционную картину с помо-
щью модели Бома была предпринята Филиппидисом 
[12]. Он представил волновые пакеты двух волн, ко-
торые описываются следующими уравнениями: 
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. Таким образом, ψ
a
 представляет собой 

плоскую волну, распространяющуюся в направле-
нии x, а волновой пакет — в направлении y и z. Это 
справедливо и для выражения ψ

b
. Пакеты распро-

страняются в пространство и накладываются друг 
на друга. При начальном значении σ

0
 ширина паке-

та в момент времени t будет равна [13].

 .                   (3)

Эти две волновые функции описывают частицы 
а и b. В таком случае отображение на плоскость 
XY можно рассмотреть согласно указанной модели, 
осуществив некоторые преобразования.

Рассмотрим ионный двигатель в плоскости XY 
(рис. 1а) и проведем аналогию с двухщелевым опы-
том. Плазма, образованная в полости, будет являть-
ся источником частиц, которые под действием элек-

трического поля проходят через обе щели. На рис. 
2 дано более детальное пояснение этого процесса.

Пластина-детектор используется для того, чтобы 
отобразить интерференционную картину нанесен-
ной тонкой пленки двигателем. Так появляется воз-
можность оценить размер и форму пучка. 

Тогда для этой модели уравнение Шредингера 
будет выглядеть следующим образом [14]:

 ,       (4)

здесь ψ(r,t) — это волновая функция, которая зави-
сит от времени и координат r; i — мнимая единица; 
ћ — постоянная Планка–Дирака; m — масса ча-
стицы; 
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  — Лапласиан, выражающийся через ко-
ординаты частицы; V(r) — потенциальная энергия;  
r = (x, y, z) — координаты частицы в трехмерном 
пространстве.

Возьмем за основу уравнения (1–2) и численно 
решим уравнение Шредингера. Для упрощения рас-
четов примем ћ = 1, m = 1. Тогда получим моди-
фицированную модель, описывающую траектории 
частиц, используя квантовую и классическую ме-
ханику. Расчет будем проводить в координатах XY. 

Следовательно, уравнение (4) примет вид:

 .          (5)

Тогда волновая функция для частиц a, b запи-
шется как [15]

 ,          (6)
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, σ
0
 — ширина щели, Y

0
 — рас-

стояние между щелями, k — волновое число (им-
пульс).

Представленное выражение описывает движе-
ние частиц. Общая волновая функция для них будет 
найдена с помощью выражения 

ψ(r,t) = N(ψ
a
+ ψ

b
),                     (7)

где N — нормирующий коэффициент.
Перейдем от импульса частицы k к ее скорости 

ν. Для этого используем соотношение квантовой 

                  а)                                       б)
Рис. 1. Демонстрация двигателя в плоскости XY (а) 

и его трехмерная модель (б)
Fig. 1. Demonstration of the thruster in the XY plane (а) and its 

three-dimensional model (б)
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Рис. 2. Формирование частиц 
для прохождения через

 две щели
Fig. 2. Passage of particles

 through two slits 











 







 






tE
xki

yZz x
x

t

ta

exp
4

)(
exp

)2(

0

22
0

4/12

σσ

πσψ

 













 







 






tE
xki

yZz x
x

t

tb

exp
4

)(
exp

)2(

0

22
0

4/12

σσ

πσψ

 

m

k
Ex

2

22
  











2
0

0
2

1
σ

σσ
m

t
it


 

  ),(
2

),( 2 trrV
m

tr
t

i 



 


 

  

2  

  ),(
2

1
),( 2 trrVtr

t
i 



 




 

24

)(
exp

)2(),(
2

0

2
0

4/12
,

tki
xki

Yy

ttr

t

tba



















 










 


2
0

0
2

1
σ

σσ ti
t  

m

k
E

2

22
     

2

2

m

E  

22

222 

m

m

k
 













 







 






tE
xki

yZz x
x

t

ta

exp
4

)(
exp

)2(

0

22
0

4/12

σσ

πσψ

 













 







 






tE
xki

yZz x
x

t

tb

exp
4

)(
exp

)2(

0

22
0

4/12

σσ

πσψ

 

m

k
Ex

2

22
  











2
0

0
2

1
σ

σσ
m

t
it


 

  ),(
2

),( 2 trrV
m

tr
t

i 



 


 

  

2  

  ),(
2

1
),( 2 trrVtr

t
i 



 




 

24

)(
exp

)2(),(
2

0

2
0

4/12
,

tki
xki

Yy

ttr

t

tba



















 










 


2
0

0
2

1
σ

σσ ti
t  

m

k
E

2

22
     

2

2

m

E  

22

222 

m

m

k
 













 







 






tE
xki

yZz x
x

t

ta

exp
4

)(
exp

)2(

0

22
0

4/12

σσ

πσψ

 













 







 






tE
xki

yZz x
x

t

tb

exp
4

)(
exp

)2(

0

22
0

4/12

σσ

πσψ

 

m

k
Ex

2

22
  











2
0

0
2

1
σ

σσ
m

t
it


 

  ),(
2

),( 2 trrV
m

tr
t

i 



 


 

  

2  

  ),(
2

1
),( 2 trrVtr

t
i 



 




 

24

)(
exp

)2(),(
2

0

2
0

4/12
,

tki
xki

Yy

ttr

t

tba



















 










 


2
0

0
2

1
σ

σσ ti
t  

m

k
E

2

22
     

2

2

m

E  

22

222 

m

m

k
 



70

В
. 
В
. 
Ф

ЕД
Я
Н
И
Н
, 
В
. 
В
. 
Ш

А
Л

А
Й
, 
В
. 
К
. 
Ф

ЕД
О

РО
В
. 
С
. 
68

–
76

V
. 
V

. 
FE

D
Y
A

N
IN

, 
V

. 
V

. 
SH

A
LA

Y
, 
V

. 
K
. 
FE

D
O

R
O

V
. 
Р.

 6
8–

76
механики, связывающее импульс и энергию для 
частицы. Тогда дисперсионное соотношение будет 
выглядеть как 

 ,                          (8)

где k — импульс, m — масса частицы.
Теперь приведем соотношение для кинетиче-

ской энергии в классическом случае:

 .                        (9)

Следовательно, получим

 .                      (10)

Откуда 

 .                         (11)

Принимая во внимание принятое допущение  
ћ = 1 и m = 1, получаем

ν = k.                           (12)

Тогда решение полученного уравнения будет 
выполняться в безразмерных величинах. Решение 
уравнения позволит получить качественное пред-
ставление траекторий ускоренных ионизирован-
ных частиц, выходящих из сопла двигателя. Таким 
представлением обеспечивается задел для развития 
оригинальной концепции математической модели 
ионного двигателя. 

Выполним численное моделирование и получим 
траектории частиц при различных параметрах мо-
дели. На рис. 3 показаны траектории частиц, полу-
ченные в ходе расчета. 

Число траекторий частиц (рис. 3а) составило  
n = 2000. Для рис. 3б и рис. 3в n = 1000 частиц. 
Количество траекторий для рис. 3г составило 500 
частиц. Решение выполнено с помощью метода 
Рунге–Кутта 4-го порядка. Шаг расчета составил  
Δt = 0,02 сек., а полное время расчета t = 1 сек. 
Начальное положение частиц задано массивом, 
каждый элемент которого находится в диапазоне 
от –1,5 до 1,5. Последовательность обеспечивалась 
генератором случайных чисел. Из рис. 3 видно, как 
происходит формирование пучка при разных пара-
метрах модели и его эволюция во времени.

Преобразуем полученные траектории в трехмер-
ное отображение для заданного времени t. Пред-
ставим, что каждая траектория частицы является 
диаметром с центром X = 0, Y = 0. Предположим, 
что в момент времени t = 1 все частицы достигли 
пластины-детектора (рис. 2). Тогда получим параме-
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Рис. 3. Результаты расчета со следующими параметрами модели:

а) расстояние между щелями 3,2 единицы, ширина щели 0,2 единицы, скорость 0,75; 
б) расстояние между щелями 3,5 единицы, ширина щели 0,2 единицы, скорость 1; 
в) расстояние между щелями 3,2 единицы, ширина щели 0,5 единицы, скорость 1; 
г) расстояние между щелями 4 единицы, ширина щели 1 единица, скорость 0,8

Fig. 3. Calculation results with the following model parameters: a) the distance between the 
slits is 3,2 units, the width of the slit is 0,2 units, the speed is 0,75; б) the distance between the 
slits is 3,5 units, the width of the slit is 0,2 units, the speed is 1; в) the distance between the 
slits is 3,2 units, the width of the slit is 0,5 units, the speed is 1; г) the distance between the 

slits is 4 units, the width of the slot is 1 unit, the speed is 0,8

                             а)                                                                б)
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трическое представление исходящего из двигателя 
пучка окружностями

x = r
1 
∙  cos(Θ) + C

x
,               (13)

y = r
2 
∙  sin(Θ) + C

y
,               (14)

где Θ — угол, используемый для параметризации 
окружности, C

x
, C

y
 — координаты центра, r

1
, r

2
 —

радиусы окружностей.

 ,                       (15)

где D — диаметр окружности.

Таким образом, обеспечивается представление 
изображения пучка частиц двигателя в разрезе. По-
строим отображение пучка. Параметры модели ис-
пользуем идентичные построению траекторий для 
рис. 3.

Каждая полученная окружность представляет 
собой распределение частиц вдоль оси, перпенди-
кулярной к торцу пучка. Размер окружностей и их 
положения представляют распределения частиц  
в этом сечении пространства для конечного момен-
та времени t = 1. 

Представленный на рис. 4 случай является иде-
альным. Такой подход позволяет рассмотреть струю 
пучка. Стоит отметить, что предположение такой 
формы обусловлено многочисленными эксперимен-
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                             а)                                                       б)

                            в)                                               г)
Рис. 4. Отображение пучка на экране детектора:

а) расстояние между щелями 3,2 единицы, ширина щели 0,2 единицы, скорость 
0,75; б) расстояние между щелями 3,5 единицы, ширина щели 0,2 единицы, 

скорость 1; в) расстояние между щелями 3,2 единицы, ширина щели 0,5 единицы, 
скорость 1; г) расстояние между щелями 4 единицы, ширина щели 1 единица, 

скорость 0,8
Fig. 4. Beam display on the detector screen: a) the distance between the slits is 3,2 
units, the width of the slit is 0,2 units, the speed is 0,75; б) the distance between 

the slits is 3,5 units, the width of the slit is 0,2 units, the speed is 1; в) the distance 
between the slits is 3,2 units, the width of the slit is 0,5 units, the speed is 1; г) the 
distance between the slits is 4 units, the width of the slot is 1 unit, the speed is 0,8

                       а)                                                      б)
Рис. 5. Работа двигателя в вакуумной камере (а) и напряжение питания (б)

Fig. 5. Thruster operation in the vacuum chamber (a) and supply voltage (б)
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тами, проведенными с указанным двигателем, о ко-
торых будет сказано далее.

Экспериментальная часть работы

В предыдущем разделе была рассмотрена кван-
тово-механическая модель, описывающая траек-
тории частиц ионного двигателя. В этом разделе 
покажем работу двигателя в вакуумной камере  
и рассмотрим полученную интерференционную 
картину на пластине-детекторе после воздействия 
на нее ускоренным ионным пучком. 

Испытания проводились при давлении в камере 
от 10 до 20 Па. Рабочим телом для двигателя служил 
оставшийся воздух. Двигатель питался от источни-
ка импульсного напряжения. Работа двигателя и ос-
циллограмма напряжения показаны на рис. 5.

Ускоренный пучок детектировался отполиро-
ванными металлическими пластинами одинаковой 
формы. Каждая пластина устанавливалась на рас-
стоянии 30 мм от среза сопла двигателя и была 
заземлена. На рис. 6 показаны пластины с нане-
сенными на них пленками, которые дают интерфе-
ренционную картину. 

При нанесении потребляемая полная мощность 
двигателя составила P = 3,5 Вт. Разные цвета ин-
терференционной картины указывают на неодно-
родность нанесенного слоя. Так как длина волны  
и толщина пленки связаны друг с другом, то интер-
ференционные максимумы происходят при разных 
толщинах. Иными словами, фиолетовый оттенок 
указывает на минимальную толщину, в то время 
как красный оттенок — на максимальную толщину 
пленки [16–17]. Полученное изображение схоже 
с интерференционной картиной в тонкой пленке 
капли масла на поверхности воды. 

Интерференционную картину можно связать  
с толщиной пленки. Рассмотрим условия интерфе-
ренции. При попадании света на пленку необходи-
мо рассмотреть два световых луча, как показано  
на рис. 7. 

Первый луч отражается от поверхности плен-
ки и изменяет свою фазу относительно падающего 
луча. Проникающий в пленку падающий луч пре-
ломляется на поверхности пленки, а затем отража-
ется от нижней поверхности. Тогда длину оптиче-
ского пути можно определить как [18]

Δ = n(AB + BC) – AD,              (16)

где 
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 AD = (2d
 
∙  tan(β))

 
∙  sin(α) или AD = 

=2d
 
∙  tan(β)[n

 
∙  sin(β)].

Объединим выражения и получим 

 .        (17)

Составим модель полученных концентрических 
кругов на поверхности металлической пластины, 
образованных после воздействия ионного двига-
теля. Как было сказано выше, интерференцион-
ная цветовая картина зависит от толщины пленки. 
Следовательно, необходимо найти такое описание 
формы, чтобы она соотносилась с полученными ре-
зультатами. Для решения этой задачи используем 
волновую функцию, представленную выражением 
(6). Смоделируем форму пленки в трехмерном про-
странстве. Для того чтобы приблизительно опреде-
лить толщину слоя, используем формулу Юнга для 
тонких пленок. 

 ,                      (18)

где n — показатель преломления, λ — длина волны, 
m — порядок интерференционной полосы.

                        а)                                                           б)
Рис. 6. Интерференция в тонких пленках на поверхности металлических пластин: 

а) работа двигателя в течение 2 минут при давлении в камере 15 Па; 
б) работа двигателя в течение 10 минут при давлении в камере 15 Па

Fig. 6. Interference in thin films on the surface of metal plates: a) thruster operation 
for 2 minutes at a pressure in the chamber of 15 Pa; б) thruster operation for 10 

minutes at a pressure in the chamber of 15 Pa

Рис. 7. Интерференция капли 
на поверхности воды

Fig. 7. Interference of a drop on the surface 
of water
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Отображение рельефа пленки можно получить, 
умножив величину λ на волновую функцию. 

Тогда получим следующее выражение:

 ,               (19)

где λ
A
 — длина волны для красного спектра света. 

С помощью этого выражения получим форму 
пленки в трехмерном пространстве (рис. 8). 

Расчеты проводились при следующих значени-
ях: ширина щели 0,5; расстояние между щелями 3,2; 
длина волны λ

A
 = 700 нм, m = 1, n = 1. Использо-

вание формулы Юнга для тонких пленок позволит 
дать приближенную оценку толщины, а волновая 
функция ее форму. 

Вывод. В настоящей работе представлена мо-
дель, описывающая траектории частиц ионного 
двигателя малого космического аппарата. Модель 
основана на квантово-механической интерпретации 
Дэвида Бома. С помощью нее удалось получить раз-
личные траектории частиц и форму пучка, что дает 
возможность оценки и сравнения. Моделирование 
траекторий частиц может помочь в разработке ион-
но-оптической системы. Разработанная модель по-
зволяет исследовать влияние параметров на форми-
рование пучка. 

С помощью волновой функции удалось пред-
ставить форму пленки на поверхности пластины-
детектора. Плоская пленка вызывает разложение 
света на разные цвета, создавая множество колец 
различного размера и формы. Кольца обладают 
самоподобием, то есть могут быть представлены 
в виде фрактальных структур, обладающих свой-
ством масштабируемости. Это явление происходит 
из-за повторяющегося процесса интерференции на 
разных уровнях толщины пленки. Всякий раз, когда 
свет проходит через пленку, он создает интерфе-
ренционные полосы, и эти полосы взаимодейству-
ют между собой, образуя кольца различного раз-
мера и формы. 

Анализ интерференционной картины может по-
мочь в понимании процессов формирования пучка. 
Это позволит получать требуемые параметры двига-
теля и улучшить его эффективность. 

Приведенные упрощения в моделях являются 
следствием большого задела, направленного на раз-
витие данной концепции. Квантово-механическая 

модель ионного микродвигателя может быть адап-
тирована на другие типы двигателей. 
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                       а)                          б)
Рис. 8. Теоретическое представление формы пленки на поверхности подложки: 

а) форма пленки без параметрического представления; 
б) форма пленки с параметрическим представлением

Fig. 8. Theoretical representation of the film shape on the substrate surface: 
a) film shape without parametric representation; б) film shape with parametric 

representation 
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QUANTUM-MECHANICAL MODEL OF ION THRUSTER 
FOR SMALL SPACECRAFT

V. V. Fedyanin, V. V. Shalay, V. K. Fedorov 

Omsk State Technical University,
Russia, Omsk, Mira Ave., 11, 644050

The article presents a quantum mechanical model of an ion thruster. The basic equations describing 
the shape of the accelerated beam are considered. Detector plates demonstrating the interference 
pattern in thin films are presented. A mathematical description of the relief of thin films is given using 
the resulting wave function. The operation of a low-power ion engine is demonstrated. The results 
of numerical solution of the model with different initial values are shown. Based on the results of 
calculations, diagrams of the trajectories of charged particles are constructed.

Keywords: models of ion and plasma thruster, mathematical modeling of the motion of charged particles, 
ion engine, small spacecraft, quantum mechanics, quantum mechanical model.
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