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ИССЛЕДОВАНИЕ ДИНАМИКИ РОСТА
СТЕПЕНИ СВЯЗНОСТИ ВЕРШИН 
СЛУЧАЙНОГО ГРАФА В МОДЕЛЯХ
ВИРТУАЛЬНЫХ СЕТЕЙ 
Рассматриваются модели развития растущих сетей, в том числе виртуальных 
социальных сетей, основанные на графах Барабаши–Альберт и графах с нели-
нейным правилом предпочтительного связывания. Исследуются процессы ро-
ста степени связности узлов с учетом  моментов вхождения этих узлов в сеть. 
Предлагается модификация рассматриваемого класса моделей, позволяющая 
учесть процессы естественной и регулируемой убыли узлов и связей сети.

Ключевые слова: растущие сети, случайные графы, стационарные и переход-
ные случайные процессы.
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Введение. Для моделирования виртуальных се-
тей, создаваемых в Интернете, транспортных и ин-
формационно-телекоммуникационных сетей при-
меняются большие случайные графы, состоящие 
из миллионов вершин и дуг, в частности, графы 
с линейным правилом предпочтительного связыва-
ния [1, 2], предложенные А. Барабаши и Р. Альберт, 
и графы с нелинейным правилом предпочтитель-

ного связывания (НППС) [3–6]. Основным досто-
инством таких графов является их адекватность, 
обеспечиваемая механизмом их выращивания, 
сходным с механизмом роста моделируемых се-
тей и  принципиально отличающимся от способов 
генерации других случайных графов, в том числе 
от классических случайных графов Эрдеша–Реньи 
[7]. Адекватность используемых графовых моделей 
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является одним из наиболее актуальных направле-
ний исследования больших сетей [8]. Вместе с тем 
до настоящего времени недостаточно изученным 
остается весьма важный в плане адекватности мо-
делей вопрос — вопрос темпов эволюции вовлека-
емых в сеть узлов. Например, в графе Барабаши–
Альберт (графе БА), как показывает моделирование, 
наиболее высокосвязными, а значит, и наиболее 
привлекательными для присоединения к ним новых 
связей, оказываются, как правило, те вершины, ко-
торые входят в граф-затравку [9]. Если интерпрети-
ровать это явление в терминах моделируемой соци-
альной сети, то получается, что те участники сети, 
которые раньше всех к ней подключились, набира-
ют в последующем наибольшее количество связей, 
образуя высокосвязный компонент сети. Участники 
же, подключающиеся к сети позднее, имеют очень 
мало шансов стать ее «лидерами» по числу уста-
новленных связей, а значит, и не смогут оказывать 
какого-либо существенного влияния на сеть. Это 
приводит к предположению, что темпы эволюции 
вершин, добавляемых в граф БА на разных стадиях 
его развития, не соответствуют темпам эволюции 
соответствующих узлов социальной сети, в которой 
в любой момент времени могут появляться участ-
ники, способные занимать лидирующие позиции 
и создавать новые «центры притяжения».

В связи со сказанным в настоящей статье иссле-
дуются темпы эволюции вершин в графах предпо-
чтительного связывания (т.е. в графах БА и графах 
с НППС) и предлагаются возможности для моди-
фикации моделей этого класса, позволяющие улуч-
шить соответствие моделей реальным сетям за счет 
учета процессов естественной и регулируемой убы-
ли узлов и связей сети.

1. Принципы генерации графов предпочтитель-
ного связывания  и темпы роста степени связности 
вершин. Граф БА выращивается из какого-нибудь 
небольшого графа (затравки) путем добавления к 
нему в каждый из моментов времени t = 1, 2, ... 
новой вершины с m = const инцидентными ей ре-
брами [1]. Вершину с пучком инцидентных ей ре-
бер, добавляемую к графу, называют приращением 
графа или просто приращением [4]. При выращива-
нии графа БА свободные концы ребер приращения 
связываются со случайно выбираемыми вершинами 
графа. Вероятность p

i
 того, что ребро приращения 

свяжется с некоторой вершиной i, пропорциональ-
на ее локальной степени связности k

i
:

                       p
i
 = k

i
 /

j
 k

j
.              (1)

Поэтому вершины, у которых больше ребер, 
с большей вероятностью обогащаются новыми ре-
брами. При t   вырастает бесконечный граф БА 
с распределением степени связности (РСС) вершин 
[1–6]

  (2)

где Q
k
 — вероятность того, что случайно выбранная 

вершина имеет степень связности k. Из (2) следует, 
что Q

k
 ~ 2m(m + 1)k–3, и при k   Q

k
  k–3, т.е. РСС 

вершин графа БА является асимптотически-степен-
ным (безмасштабным). По построению графа сред-
няя степень связности его вершин M(k) = 2m.

В компьютерных экспериментах с графом БА 
обнаруживается, что степень связности вершин, 
которые входят в затравку или присоединяют-
ся на первых шагах времени, растет значительно 

быстрее, чем степень вершин, присоединяемых 
позднее. Очевидно, это явление обусловлено са-
мим правилом предпочтительного связывания (1), 
называемым также правилом «богатые становятся 
богаче». Ниже будут получены математические со-
отношения, описывающие рост степени произволь-
ной вершины с учетом времени ее присоединения 
к графу и параметров затравки.

По аналогии с графом БА в [3] предложе-
на более общая модель растущих сетей — графы 
с НППС. При выращивании графа с НППС использу-
ется весовая функция (функция предпочтения, вес) 
f = f(k), определенная для целых k в промежутке 
g ≤ k ≤ M, (g ≥ 1, M ≤ ). В наборе весов {f(g),
f(g+1), ..., f(M)} = {f

g
, f

g+1
, ..., f

M
} = {f

k
} все f

k
  0 и хотя 

бы один положителен. Вероятность p
i
 того, что для 

связывания свободного конца ребра приращение 
выберет вершину i, определяется в виде

                       p
i
 = f(k

i
)/

j
 f(k

j
).                                        (3)

Кроме того, у графов с НППС приращения в об-
щем случае являются стохастическими, т.е. каждое 
приращение представляет собой вершину со слу-
чайным числом x инцидентных ей ребер. Случай-
ная величина (с.в.) x имеет дискретное распреде-
ление вероятностей {r

k
}, где вероятность r

k
 = P {x = 

= k} ≥ 0 при g ≤ k ≤ h, (g ≥ 1, h ≤ M), r
g
 + ... + r

h
 = 1.

Среднее число ребер в приращении m=M(x)= 
=kr

k
 < . Таким образом, алгоритм генерации 

(генератор) графа с НППС задается параметрами f 
и {r

k
}. При x  m = g стохастическое приращение 

вырождается в фиксированное, т.е. все прираще-
ния имеют одно и то же число m = g ребер. Если 
при этом f(k) = k, то граф с НППС вырождается 
в граф БА.

Методы анализа графов с НПСС при любых f 
и {r

k
} разработаны в [3]. Здесь же разработаны ме-

тоды решения задачи синтеза, позволяющие по из-
вестному РСС узлов моделируемой сети найти па-
раметры f и {r

k
} генератора, выращивающего граф 

с таким же РСС.
У графов с НППС зависимость степени вершин 

от времени имеет более разнообразный характер, 
чем у графов БА. Например, если мы выберем 
функцию предпочтения f(k) = 1/k («бедные стано-
вятся богаче»), то «молодые» вершины, еще не на-
растившие свою степень, будут с большей вероят-
ностью выбираться приращениями для связывания, 
чем «старые», и темпы роста у «молодых» вершин 
будут, соответственно, выше. В качестве другого 
примера для характеристики разнообразия графов 
с НППС можно привести псевдорешетки [3] — гра-
фы, в которых степени вершин с вероятностью 1 
равны 2m, т.е. одинаковы (несмотря на то, что эти 
графы выращиваются стохастическими прираще-
ниями и ребра между их вершинами распределяют-
ся хаотически). При выращивании псевдорешеток 
степени присоединяемых вершин быстро «подрас-
тают» до 2m и далее не изменяются.

2. Динамика роста степеней при линейной 
функции предпочтения f(k) = k. Рассмотрим случай 
выращивания графа при использовании линейной 
функции предпочтения

                        f(k) = k          (4)

и случайных приращений, у которых среднее число 
ребер M(x) = m.

Обозначим через N(t) = N
t
, R(t) = R

t
 и k(t) = 

=k
t
 число вершин в графе, число ребер в графе 

2 ( 1)
( 1)( 2)k

m mQ
k k k




 
, , 1, ...k m m  , 
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и степень выделенной вершины (ВВ) на шаге t 
(t = 0, 1, 2, ...).

Пусть на шаге t >> 0 математическое ожидание 
(м.о.) степени ВВ k

t
 равно tk . Найдем асимптотиче-

ское при t   выражение для м.о. 1+tk   степени ВВ 
на следующем шаге t + 1.

На шаге t + 1 к графу добавляется прираще-
ние, содержащее одну вершину и x

t+1
 = x ребер. 

В соответствии с (3) и (4) первое ребро прираще-
ния связывается с ВВ с вероятностью p = k

t
/S

t
, 

где S
t 
= 2R

t
 — сумма степеней связности всех 

вершин на шаге t. Следовательно, в среднем пер-
вое ребро повышает степень ВВ на величину 
p1+(1 – p)0 = p = k

t
/S

t
. Такое же среднее по-

вышение степени ВВ дается каждым следующим 
ребром приращения (вероятностью того, что присо-
единится два или более ребер одного приращения, 
при больших t можно пренебречь). Таким образом, 
в сумме при фиксированных x, k

t
 и S

t
 среднее по-

вышение степени ВВ всеми ребрами приращения 
графа составляет

                           ~ xp = xk
t
/S

t
.   (5)

Переходя от этого условного среднего к безус-
ловному и принимая во внимание независимость  
с.в. x, имеем:

   (6)

В выражении k
t
/S

t
 с.в. k

t
 и S

t
 априори ненеза-

висимы. Заметим, однако, что с.в. S
t
 представляет 

собой сумму константы S
0
 и большого числа t неза-

висимых одинаково распределенных с.в.:

                 S
t
 = S

0
 + 2x

1
 + ... + 2x

t
   

 
с одинаковыми м.о. 2m и дисперсиями D(2x

i
)=D(2x)= 

= 42 и, таким образом, согласно центральной пре-
дельной теореме теории вероятностей, сходится 
по распределению к нормальной с.в. со средним 
S

0
 + 2tm и среднеквадратичным отклонением tσ2  :

 

Нетрудно показать, что с ростом t с.в. 1/S
t
 

сходится по вероятности к константе 1/M(S
t
) = 

=1/(S
0 
+ 2tm). Учитывая это, из (6) получаем

      
и находим искомое асимптотическое выражение 
для средней степени ВВ на шаге t + 1:

   (7)

Используя это асимптотическое рекурсивное ре-
шение при заданных m, 00 kk =   и S

0
, можно прибли-

женно определить средние значения tk   степени ВВ 
k

t
 на любом шаге t выращивания графа.

Перепишем соотношение (7) в виде  

mtS
m

k
k

t

t

2
1

0

1


  , или, иначе, в виде

      

и введем обозначение tt lk =)ln( . Тогда, поскольку 
при 0 ln(1+), последнее полученное соотно-
шение дает нам уравнение в конечных разностях:

      (8)

От уравнения (8) можно перейти к соответству-
ющему дифференциальному уравнению (д.у.) и ре-
шить его аналитически. Действительно, при боль-
ших t функция l

t
 изменяются медленно. Поэтому 

в непрерывном времени t разность l
t+1 

– l
t
 можно 

рассматривать как дифференциал dl, а разность 
(t + 1) – t = 1 — как dt и переписать уравнение 
(8) в виде аппроксимирующего его д.у.

      (9)

Это д.у. решается следующим образом:

  
                               где 1CeС  .  (10)

Константу C определим из начальных условий. 

Полагая в (10) t = 0 и 00 kkkt == , находим, что 

2

1

0
0 








=

S
m

kC . Подставив это выражение константы 

C в (10) и учитывая, что S
0
 = 2R

0
, получаем следу-

ющее асимптотическое решение задачи об измене-
нии степени ВВ в процессе выращивания графа:

      (11)

При больших t отсюда получаем приближение  
takt ≈ , где  0/ Rma = .

Очевидно, при целом m решение (11) описывает 
динамику роста степени ВВ и в соответствующем 
графе БА, все приращения которого имеют одно 
и то же фиксированное число ребер m.

3. Проверка точности полученного решения. 
Разобьем проверку точности решения (11) на две 
части.

Вначале рассмотрим, насколько это аналитиче-
ское решение д.у. (9), аппроксимирующего рекур-
рентное соотношение (7), отличается от решений 
самого соотношения (7), которые мы можем полу-
чать в численном виде.

На рис. 1 кривая 1 (сплошная линия) — это не-
прерывная аппроксимация процесса tk , описыва-
емая формулой (11), а круглыми маркерами пред-
ставлен аппроксимируемый дискретный процесс, 
определяемый рекуррентным соотношением (7). 
Рассматриваемый граф G1 при t = 0 имеет R

0
 = 40 

ребер, степень ВВ k
0
 = 4 и средняя степень стоха-

стического приращения m = 10. Как видно из рис. 1, 
решение (11) хорошо аппроксимирует решение 




























t

t

t

t

t

t

S
k

m
S
k

x
S
xk

MM)(MM~)(M Δ . 

)2,2( 0 ttmSNSt  . 

 

mtS
km

S
k

m t

t

t

2
~M~)(M

0 







Δ  


















mtS
m

k

mtS
km

kkk

t

t
ttt

2
1

2
)(M

0

0
1 Δ

. 











 mtS
m

kk tt 2
1ln)ln()ln(

0
1  

mtS
m

ll tt 20
1 

 .  

mtS
m

dt
dlt

20 
 . 

1
0

0

2ln
2
1

2
Ct

m
S

dt
mtS

m
lt 






 


  , 

1
0 2ln

2
1

)ln( Ct
m
S

kt 





  , 

2

1
0 2 






  t
m
S

Ckt , 

2

1

0
0 1~ 









R
mt

kkt . 



Ф
И

ЗИ
КО

-М
А

ТЕ
М

А
ТИ

Ч
ЕС

К
И

Е 
 Н

А
У

К
И

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 1
 (

13
7)

 2
01

5

218

уравнения (7). Относительная погрешность ап-
проксимации с ростом t растет и стабилизируется 
на уровне 3 %. В общем случае, чем больше ребер 
имеется в графе при t = 0, тем меньше погреш-
ность аппроксимации (11).

Кривая (2) на рис. 1 представляет м.о. процес-
са роста новой ВВ, взятой в этом же графе G1 
на шаге 100. Состояние графа G1 на шаге 100 при-
нято за начальное состояние нового графа G2. Чис-
ло ребер в графе G1, на шаге 100 в среднем равное 
1040, принято за число ребер R

0
  графа G2. Началь-

ная степень k
0
 новой ВВ в графе G2 вновь  взята 

равной 4. Различие между непрерывной аппрокси-
мацией (11) и дискретным решением (7) для графа 
G2 стабилизируется уже на уровне 0,116 %, поэтому 
дискретное решение (7) визуально не отличается 
от непрерывного (11) и на рис. 1 не показано.

Аналогично по той же причине на рис. 1 пока-
зано только непрерывное решение для еще одной 
ВВ в графе G2, начальная степень которой k

0
 = 20 

(кривая 3). Более высокая точность непрерывной 
аппроксимации обусловлена в случае графа G2 до-
статочно большим числом ребер R

0
 = 1040 в на-

чальном состоянии графа (т.е. более медленным из-
менением степени ВВ).

Вторая часть проверки точности решения (11) 
состоит в его сравнении с имитационными реше-
ниями, в которых приращения  степени k

t
 опре-

деляются непосредственно по формуле (5), т.е. 
путем генерации с.в. x на каждом шаге времени. 
Сравнение показывает, что отклонения типичных 
имитационных реализаций процесса k

t
 от реше-

ния (11) тоже достаточно невелики. Так, для рас-
смотренного выше графа G1 эти отличия находятся 
в пределах 10 %, а для графа  G2 — в пределах 2 %. 
На рис. 2 показано отклонение типичного имита-
ционного решения tk  от непрерывной аппроксима-
ции (11).

4. Направления развития графовых моделей 
для исследования социальных сетей. Непосред-
ственные имитационные эксперименты с выращи-
ванием графов с линейной функцией предпочте-
ния и стохастическим числом ребер в приращении 
подтверждают сделанные теоретические выкладки. 
При выращивании графов проводились наблюдения 
за ростом степени связности ВВ на длительном от-
резке времени и выполнялся поиск аппроксимиру-
ющей функции k(t). Для ВВ, изначально входящей 

в граф-затравку, функция имеет вид k
t
=2,614t0,495 

с коэффициентом достоверности аппроксимации  
0,999 (как показано выше, takt ≈ ).

Дальнейшим направлением исследований дина-
мики роста вершин случайного графа является по-
иск решений и формул, аналогичных (5), (7), (11) 
для графов с НППС, а также поиск закономерно-
стей динамики роста вершины, вводимой в граф 
в произвольный момент времени с высокой степе-
нью связности, сопоставимой со степенью связно-
сти ведущих вершин графа.

Учет фактора времени и отслеживание дина-
мики роста вершин в графовых моделях позволит 
придать дополнительную реалистичность моделям 
социальных сетей. В частности, актуальным стано-
вится решение следующих задач:

1. Удаление пассивных участников. Учет дина-
мики степеней вершин графа позволяет идентифи-
цировать медленно развивающиеся вершины сети 
и по какому-либо критерию удалять такие вершины 
из графа, моделируя выбытие из социальной сети 
пассивных участников.

2. Добавление новых лидеров. Включение в граф 
на каком-либо шаге вершины с большой степенью 
связности имитирует появление в сети нового ак-
тивного участника, более привлекательного, чем 
«старые» лидеры. 

Знание динамики роста такой вершины позволя-
ет прогнозировать ее развитие.

Учет фактора времени ведет к тому, что гене-
рируемый случайный граф будет постоянно менять 
структуру, из которой должны периодически вы-
падать «слабые» вершины вместе со всеми своими 
связями и появляться новые лидеры, а это будет от-
личать такой граф от стандартных графов Бараба-
ши–Альберт и графов с НППС, применяемых для 
моделирования сетевых структур.

Заключение. Динамика роста степени вершин 
случайного графа различна для вершин, включен-
ных в граф в разные моменты времени. В статье 
получено реккурентное соотношение для опреде-
ления степени вершины на каждом шаге времени 
и получено асимптотическое решение задачи об из-
менении степени ВВ в процессе выращивания гра-
фа. Достигнутые результаты позволяют говорить 
об учете фактора времени при генерации модели 
и открывают новые возможности для генерации 
графов, более адекватных реальным сетям.

Рис. 1. Математическое ожидание tk  
процессов kt роста степени ВВ в графе с линейным 

предпочтением f(k) = k и стохастическими приращениями

Рис. 2. Относительное отклонение %100/)( ⋅− ttt kkk   
типичной имитационной реализации процесса kt в графе G2 

от непрерывного решения (11)
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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ 
ГРУЗОПОДЪЕМНОСТИ ПНЕВМОКОЛЕС
Выполнен анализ математических моделей грузоподъемности пневмоколес, 
выявлены их особенности и практические возможности.

Ключевые слова: математическое моделирование, пневмоколесо, коэффици-
ент жесткости, протектор, каркас, деформация.

Колеса с пневматическими шинами получили 
широкое применение на автомобилях, тракторах 
и других наземных транспортных средствах. Ос-
новными достоинствами пневмоколесного ходового 
механизма являются малое сопротивление качению 
и, следовательно, малая мощность, потребляемая 
при передвижении транспортного средства; способ-
ность гашения вертикальных колебаний, а также 
простота конструкции и надежность эксплуатации. 
Изучению свойств и характеристик пневмошин по-
священы работы [1–4]. 

Важнейшим параметром пневмоколеса является 
грузоподъемность, под которой понимается такая 
величина вертикальной нагрузки на оси колеса, при 
которой обеспечивается оптимальный срок службы 
и рациональное использование шины при заданной 
скорости движения с учетом эксплуатационных 
расходов. Превышение допустимой грузоподъем-
ности приводит к чрезмерной деформации шины, 
увеличению работы внутренних сил трения в шине 

и возрастанию напряжения в нитях корда. Эти фак-
торы способствуют быстрому износу шин. Заниже-
ние грузоподъемности шины также нежелательно, 
т.к. связано с ростом размеров шин и удорожанием 
их стоимости.

Грузоподъемность является главным параме-
тром пневмоколеса, однако достаточно надежных 
аналитических методов расчета грузоподъемности 
шин в настоящее время нет. На практике грузо-
подъемность шин определяют опытным путем при 
помощи различных эмпирических и полуэмпириче-
ских формул. 

Основным геометрическим параметром шины 
(рис. 1) является радиус r

o
 свободной окружности 

шины; ширина профиля В, высота профиля Н; диа-
метр посадочного диска d; ширина диска с; шири-
на беговой дорожки протектора b

пр
, измеряемая 

по дуге, и др. 
В США и других странах для определения вер-

тикальной нагрузки G на оси колеса используют 



Ф
И

ЗИ
КО

-М
А

ТЕ
М

А
ТИ

Ч
ЕС

К
И

Е 
 Н

А
У

К
И

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 1
 (

13
7)

 2
01

5

220

эмпирические формулы, которые в общем случае 
имеют вид 

                                    (1)

где р
w
 — давление воздуха в шине; В — ширина 

профиля; α, β, y — показатели степени в виде по-
стоянных величин или некоторых функций. 

Подробный анализ этих исследований и их 
оценка выполнены в работе [1].

При определении грузоподъемности шин для ав-
токранов, прицепов, передвижных мастерских, кра-
нов-манипуляторов и т. п., целесообразно увеличи-
вать грузоподъемность шины с целью извлечения 
максимальной эффективности, т. к. в этих случаях 
шины приходят в негодность в результате времен-
ного старения, а не в результате износа протектора 
или каркаса. Из выполненных исследований наибо-
лее значимым является метод расчета номинальных 
нагрузок, разработанный В. Л. Бидерманом [1].

Условия подобия шин характеризуются отноше-
ниями геометрических параметров: Н/В; d/B; c/B; 
t/B; λ/B и др. Для геометрически подобных шин 
с увеличением ширины профиля шины В увеличи-
ваются размеры шины и число слоев корда. 

Силовое подобие рассматривается при соответ-
ствующих давлениях воздуха и нагрузках на оси 
колеса.

 Для этого необходимо и достаточно, чтобы от-
ношение λ/B (λ — нормальная деформация колеса) 
было одинаковым для физической модели и натуры 
колеса.

На рис. 2 представлен изготовленный экспери-
ментальный стенд, на  котором выполнено физиче-
ское моделирование шины 3.00-8, с целью определе-
ния основных параметров и характеристик.

На рис. 3 представлены зависимости нормаль-
ной деформаций шины λ от вертикальных нагру-
зок G на оси колеса при разных давлениях воздуха 
в шине р

w
 =0,28; 0,20; 0,16 МПа.

Рис. 1. Основные геометрические параметры 
шины по ГОСТ 17697-72

...),,,,,,( fey
w сdDBpfG   

Рис. 2. Фото стенда для исследования пневмоколес: 
1 — колесо; 2 — рама; 3 — груз; 4 — измерительные 

устройства; 5 — опорная плита

Рис. 3. Зависимость вертикальных нагрузок G на оси колеса 
от нормальной деформации шины λ 
при разных давлениях воздуха рw: 

1 — 0,28 МПа; 2 — 0,20 МПа; 3 — 0,16 МПа

Рис. 4. Универсальная характеристика шины 3.00-8: 
зависимость λ2/G от λ/р

w
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Согласно В. Л. Бидерману [1], нормальная де-
формация шины λ складывается из деформации 
протектора λ

П
 и деформации каркаса λ

к
: 

               λ = λ
П
 +λ

к
 =G/ С

П
 +G/ С

к
,               (2)

где С
П
, С

к
 — соответсвенно коэффициент жестко-

сти протектора и каркаса, которые представляют 
собой элементы жесткости, соединенные последо-
вательно. 

Коэффициент жесткости пневмоколеса при по-
следовательном соединении элементов определяет-
ся по формуле

                                                   (3)

Коэффициенты жесткости протектора С
П
 и кар-

каса С
к
 можно представить в виде выражений 

               С
П 
=λ/c

1
;   С

к
 =р

w
/c

2
,                     (4)

где c
1
, c

2
 — постоянные величины. 

Функцию С
к
 упростили путем исключения до-

бавки р
o
 к давлению р

w
 в числителе формулы (4) 

путем исключения низких и нулевых давлений при 
экспериментальном исследовании работы шины. 

Выражение (2) для нормальной деформации 

приводится к виду 
21 сp

G
с

G

w

+
λ

=λ . Полученные вы-

ражения позволяют определять деформации про-

тектора и каркаса 
1с

G
П λ

=λ , 
2с

p
G

w
к =λ . 

Подставляя эти величины в выражение (2), по-
сле преобразований получим 

                                                 (5)

Формулу (5) можно представить в следующем 
виде

 
                                                (6)

Выражение (6) рассматривается как аналитиче-
ская функция, в которой каждому значению вели-
чины λ2/G соответствует одно определенное зна-
чение переменной λ/р

w
. Выражение λ2/G является 

зависимой переменной функцией, а λ/р
w
 — неза-

висимой переменной или аргументом. 
Таким образом, выражение (6) является уравнени-

ем прямой линии в рассмотренных координатах [4]. 
На рис. 4 для шины 3.00-8 представлена зави-

симость λ2/G от λ/р
w
, которая получила название 

«универсальная характеристика пневмоколеса» [1].

Для шины 3.00-8 представлено уравнение ре-
грессии этой зависимости с коэффиицентом кор-
реляции R2=0,97 

                                   
  (7)

Используя выражения (6) и (7), получили значе-
ния c

1
=2 . 10-8 м2/H; c

2 
=2,8508 1/м. Найденные вели-

чины позволяют определять различные параметры 
и характеристики шины 3.00-8.

Используя выражения (4), можно определить ко-
эффициенты жесткости протектора С

П
 и каркаса С

к
 

(табл. 1). Коэффициент жесткости пневмоколеса С 
вычисляется по формуле (3). 

Деформации протектора и каркаса определяют-
ся по формулам:

                        λ
П
 =G/С

П
;     λ

к
 =G/С

к
.                        (8)

На рис. 3 кривая 1 аппроксимирована уравнени-
ем регрессии G =532371λ2+66935λ. Согласно ГОСТ 
17697-72, производная от G по λ есть функция коэф-
фициента жесткости колеса: C=1064742λ +66935. 

Для деформации λ=0,014 м имеем коэффици-
ент жесткости колеса  81840 Н/м. Нагрузка на оси
пневмоколеса 3.00-8 равна G=Cλ=86100 . 0,014=
=1205,4 Н.

Рассмотренный метод В. Л. Бидермана для опре-
деления коэффициентов c

1
, c

2
 по универсальной ха-

рактеристике и предложенные методы физического 
моделирования имеют важное научное и практиче-
ское значение. В данной статье выполнены экспе-
рименты с малой физической моделью шины 3.00-8, 
которые можно перенести на другие подобные 
шины. 

Известны также формулы [1] для определения 
нормальной деформации шины

                                     (9)

и давления воздуха в шине

                                               (10)

С помощью полученных экспериментально ве-
личин c

1
 и c

2
 по формулам (9), (10) вычислены зна-

чения λ=0,015 и р
w
 =0,28 МПа, которые обеспечи-

вают достаточную точность расчетов.
Рассмотренный метод исследования позволяет 

определять важные параметры и величины пневмо-
колеса. 

Однако недостатком метода является малое чис-
ло используемых параметров пневмоколеса (G, р

w
, 

λ), которые не позволяют в полной мере анализиро-
вать условия работы каркаса шины и рассматривать 

к

к

СC
СС

С
П

П


 . 






wp
с

с
G

2
1

2

. 

12

2

с
p

с
G w





 . 

8
2

1028508,2 





wpG
. 

Gc
p
Gc

p
Gс

ww
1

2

22

22









 , 

Gc
Gс

pw
1

2
2




 . 

Таблица 1
Результаты математического моделирования пневмоколеса

размером 3.00-8

Нормальная 

деформация 

пневмоколеса

Деформация протектора и 

каркаса

Коэффициенты жесткости протектора, 

каркаса

и пневмоколеса

λ, м λ
П
, м λ

к
, м С

П
, Н/м С

к
, Н/м С, Н/м

0,014 0,001722 0,012275 0,7∙106 0,982∙105 0,86120∙105
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влияние геометрических и конструктивных параме-
тров на грузоподъемность. 
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ФИЗИЧЕСКОЕ И МАТЕМАТИЧЕСКОЕ
МОДЕЛИРОВАНИЕ 
ГРУЗОПОДЪЕМНОСТИ ПНЕВМОКОЛЕС
Выполнено математическое моделирование грузоподъемности пневмоколеса 
на основе метода отсечения контакта от оболочки шины, рассмотрена методи-
ка физического моделирования пневмоколеса на экспериментальном стенде. 

Ключевые слова: грузоподъемность, оболочка, площадь контакта, подъемная 
сила, нормальная деформация.

Главным силовым параметром пневмоколеса яв-
ляется его грузоподъемность. Обзор выполненных 
работ позволил установить три основных направле-
ния развития теории грузоподъемности пневмоко-
леса. Направление исследований с применением эм-
пирических зависимостей позволило накопить опыт 
создания шин для различных условий эксплуатации 
[1]. Второе направление базируется на использова-
нии закона Гука и устанавливает связь грузоподъем-
ности, нормальной деформации колеса и давления 
воздуха в шине. К этому направлению относятся ра-
боты В. Л. Бидермана и других авторов [2].  

Третье направление составляют работы, связан-
ные с применением законов Гука и Паскаля, ис-
пользующие метод отсечения контакта шины от 
пневматической оболочки [3]. Работы этого направ-
ления позволяют установить связь грузоподъемно-
сти G с геометрическими параметрами и давлением 
воздуха в пневмоколесе. 

Рассмотрим сущность явления грузоподъемно-
сти пневмоколеса и физическую сущность терми-
на подъемная сила пневмоколеса. На рис. 1а по-
казано равновесие оболочки шины с отсеченным 

контактом, на рис. 1б представлено равновесие 
отсеченного контакта шины, на рис. 1в показа-
но равновесие оболочки с вырезанным контактом 
в продольной плоскости колеса. 

Отсечение контакта шины от оболочки выпол-
нено вертикальной поверхностью, замкнутой по пе-
риметру контакта шины. 

Для пояснения сущности термина «подъемная 
сила колеса» рассмотрим равновесие отсеченного 
контакта шины и действующие силы на рис. 1б.

Нормальные напряжения σ
n
 в поверхности се-

чения и элементарные моменты М
к
 по периметру 

контакта шины взаимно уравновешены на замкну-
той траектории периметра контакта [4]. 

Неуравновешенными в замкнутом сечении оста-
ются только касательные вертикальные напряже-
ния, равнодействующая которых является дополни-
тельной силой, воспринимаемой каркасом шины

 

где στ — вертикальное касательное напряжение 
в поверхности сечения на замкнутом периметре 

dSG
S
  , 
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контакта шины с опорной поверхностью, S — по-
верхность сечения. 

На рис. 1 сила ΔG условно показана в виде двух 
сосредоточенных сил 0,5ΔG, приложенных в левой 
и правой точках контакта и оболочки шины. 

Для равновесия оболочки колеса на рис. 1а при-
ложены одноименные силы контакта колеса на обо-
лочку с противоположным направлением. 

При этом эпюра равномерных давлений р
w
 на-

правлена вверх и создает подъемную силу колеса, 
р

w
А

к
, приложенную к оси колеса. Для пневмоколеса, 

как единого твердого тела, справедливо уравнение 
равновесия 

                ∑ = 0iy ;    N–G=0,                   (1)

где G — сила на оси колеса; N — нормальная опор-
ная реакция. 

Нормальную опорную реакцию можно выра-
зить, используя среднее давление σ

к
 в контакте 

и площадь контактной поверхности N = σ
к
А

к
. 

При этом характер распределения удельных дав-
лений в контакте не имеет значения. Поэтому для 
колеса, как для единого твердого тела, уравнение 
равновесия колеса (1) имеет вид 

                                      σ
к
А

к
 – G=0.                          (2)

Используя рис. 1 для отсеченного контакта 
шины, можно записать следующее уравнение рав-
новесия 

                  σ
к
А

к
 –  р

w
А

к
 –ΔG=0,                  (3)

где р
w
А

к
 — подъемная сила пневмошины; ΔG — рав-

нодействующая распределенных вертикальных сил 
в секущей поверхности.

Учитывая (2), представим уравнение (3) в виде
 
                  G – р

w
А

к
 +ΔG=0.                     (4)

В связи с введением термина подъемная сила ко-
леса пневмошины, используя уравнение (4), можно 
сформулировать понятие «номинальный режим ра-
боты пневмоколеса». Номинальным является такой 
режим, при котором подъемная сила колеса р

w
А

к
 

воспринимает нагрузку на оси колеса, при этом 
сила ΔG каркаса шины равна нулю или может иметь 
некоторое минимальное значение. Это означает, 
что вертикальная нагрузка на оси колеса восприни-
мается воздухом, а каркас шины разгружен от дей-
ствия вертикальной силы, приложенной к оси. Од-
нако, учитывая, что пневмоколесо перемещается по 
неровной опорной поверхности, вертикальная на-
грузка при движении значительно изменяется и не 
может быть постоянной, необходимо рассмотреть 
режимы нагружения колеса, отличающиеся от но-
минального в обе стороны. Если давление воздуха 
в шине в уравнении (4) будет больше номинального, 
то в каркасе шины появляется дополнительная вер-
тикальная сила, растягивающая каркас. 

Уравнение равновесия в этом режиме работы 
имеет вид 

                 G – р
w
А

к
 =–ΔG.                    (5)

Это означает, что подъемная сила контакта р
w
А

к
 

превысила нагрузку G на колесе, поэтому в каркасе 
появляется отрицательная сила ΔG, которая разгру-
жает каркас шины растягивающей силой и создает 
для него благоприятные условия работы.  

В другом режиме работы колеса при давле-
нии р

w
 < р

н
 подъемная сила р

w
А

к
 меньше нагрузки 

на колесо, тогда каркас шины воспринимает часть 

Рис. 1. Отсечение контакта от оболочки шины
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нагрузки колеса в виде положительной силы ΔG.
В этом случае имеем уравнение равновесия в виде
 

                     G – р
w
А

к
 =ΔG.                   (6)

Нагрузка G на оси колеса воспринимается возду-
хом с дефицитом, т.е. не полностью, при этом неко-
торая ее часть ΔG воспринимается каркасом шины. 
Предложенный метод расчета грузоподъемности 
пневмоколеса позволяет не только установить вели-
чину нагрузки на оси колеса, но и получить допол-
нительную информацию о работе каркаса шины. 

Режим положительных нагрузок ΔG для пнев-
моколеса может быть рациональным в том случае, 
когда необходимо при помощи шин при отсутствии 
рессор и демпферов обеспечить демпфирование 

вертикальных колебаний колеса. Такой режим ра-
боты характерен для трейлеров, прицепов, кранов 
и т.п. Режим отрицательных нагрузок каркаса целе-
сообразно использовать в случае, когда пневмоколе-
со находится в подвеске, т.е. имеет дополнительные 
рессоры и гасители колебаний в виде демпферов. 
Отрицательные значения усилий в каркасе (–ΔG) 
целесообразны для создания шин с малым сопро-
тивлением качения, с увеличенными пробегами
и малым потреблением мощности двигателя при ка-
чении.

Данный метод расчета грузоподъемности шины 
представляет практическую ценность с точки зре-
ния выявления максимальных возможностей пнев-
моколеса и повышения эффективности эксплу-
атации. Целью исследования является создание 

Рис. 2. Радиальная деформация элементов 
протектора шины при качении колеса

Рис. 3. Стенд для статических и динамических исследований пневмоколеса: 
1 — колесо; 2 — рама; 3 — груз; 4 — измерительные утройства, установленные с двух сторон колеса; 

5 — штанга для регулирования высоты падения колеса с грузом при динамических испытаниях; 6 — опорная плита 
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математической модели и методики физического 
моделирования, позволяющих определять грузо-
подъемность пневмоколеса с использованием мето-
да отсечения контакта от оболочки шины. Основные 
параметры и размеры пневмоколеса регламентиро-
ваны ГОСТ 17697-72. 

В работах Н. А. Ульянова [5] при помощи дат-
чика радиальной деформации, встроенного внутрь 
шины, установлено, что элементы протектора пнев-
мошины радиально деформируются задолго до со-
прикосновения с опорной поверхностью. 

На рис. 2 в точке 1 шина имеет начальную де-
формацию y

1
, а при выходе из контакта в точке 2 

элементы шины имеют конечную радиальную де-
формацию y

2
. Естественно, что в статике y

1
 = y

2
, 

а при качении вследствие гистерезисных явлений 
y

2
 > y

1
. 

Установлено, что радиальная деформация шины 
y

1
 зависит от нормальной деформации шины [6] 

                              y
1
 = кλ,                           (7)

где к — коэффициент начальной деформации 
шины; λ — нормальная деформация шины.

Разработан метод, позволяющий определять на-
чальную деформацию y

1
 пневмошины без исполь-

зования датчика радиальной деформации, установ-
ленного внутрь колеса. Для этого на разработанном 
экспериментальном стенде (рис. 3) для различных 
нагрузок G на оси колеса измеряется нормальная 
деформация шины λ и выполняются отпечатки пло-
щади контакта шины с помощью копировальной 
бумаги (рис. 4). 

Начальную деформацию шины можно опреде-
лять по формуле 

                                          (8)

где r
o
 — радиус свободной окружности шины, 

определяемый при соответствующем давлении p
w
; 

α
1
 — угол контакта шины с опорной поверхностью 

(см. рис. 2). 
Угол α

1
  определяется по формуле 

                                                 (9)

Полученные формулы позволяют определить ко-
эффициент начальной деформации 

                                       (10)

Контактная поверхность шины, отсеченная 
от оболочки каркаса, может иметь форму круга, 
эллипса, овала и т.п. Предложена универсальная 
формула для определения площади контакта шины 
(см. рис. 4)

                                      (11)

где а
к
, b

к
  — длина и ширина контакта шины. 

Для пневмоколеса 3.00-8 получены эксперимен-
тальные зависимости начальной деформации y

1
 

от нормальной деформации λ (рис. 5). Аппроксимация 
результатов экспериментов выполнена линейными 

Рис. 4. Отпечаток площади контакта шины 3.00-8 
при давлении pw = 0,16 МПа

Рис. 5. Зависимости начальной деформации y1 
от нормальной деформации λ при разных давлениях рw: 

1 — 0,28 МПа; 2 — 0,05 МПа

1
1 cos


 о

о

r
ry ,   




о

к

r
a0,5

arctg1 . 

Таблица 1
Результаты экспериментальных исследований, выполненных с шиной 3.00-8 для разных давлений 

при нагрузке на оси колеса G=1053,5 Н

Давление

воздуха в

шине

р
w
, МПа

Нормальная 

деформация шины 

λ, м

Площадь 

контакта А
к
, м2

Подъемная сила

контакта р
w
А

к
, Н

Вертикальная

нагрузка

каркаса

ΔG, Н

Относительная 

вертикальная

нагрузка

каркаса %

0,28 0,0130 0,0038 1064,0 –10,5 –1,0

0,24 0,0143 0,0042 1000,0 53,5 5,1

0,2 0,0155 0,00486 972,0 81,5 7,7

0,16 0,0170 0,00565 904,0 149,5 14,2

1

1

cos








 оо rry
к . 

4
)(

2
к

кккк

b
bbаА


 , 
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зависимостями. Установлено, что в диапазоне из-
менения давления воздуха р

w
 =0,28-0,05 МПа ко-

эффициент начальной деформации к изменяется 
в пределах к=0,512-0,395.

В табл. 1 представлены результаты выполнен-
ных экспериментов, которые показали, что подъем-
ная сила колеса р

w
А

к
 зависит от давления воздуха 

и площади контакта пневмошины, при этом нагруз-
ка, воспринимаемая каркасом, уменьшается с уве-
личением давления воздуха в шине и уменьшении 
нормальной деформации. 

Оптимизацию вертикальной нагрузки на оси ко-
леса можно выполнять путем минимизации верти-
кальной силы, воспринимаемой каркасом.

Выполненный эксперимент показывает, что в 
зависимости от условий эксплуатации рассматри-
ваемое пневмоколесо может работать в режиме 
демпфирования колебаний каркасом шины при 
давлении p

w
 =0,24 МПа или в режиме малых со-

противлений качения при давлении p
w
 =0,28 МПа.
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Датчики параметров движения, предназначен-
ные для измерения угловой скорости, широко ис-
пользуются в различных областях, в частности 
в области приборостроения, а именно в приборах 
ориентации, инерциальной навигации и систем 
управления подвижными объектами, в том числе 
в системах наведения. Класс микромеханических 
гироскопов (ММГ), широко применяемый на дан-
ный момент, однако, имеет недостаточную устойчи-
вость к динамическим и вибрационным нагрузкам, 
так как в их конструкцию входит механический 
колебательный элемент на упругих подвесах. Это 
не позволяет использовать ММГ в областях, тре-
бующих устойчивости к повышенным нагрузкам, 
например, в изделиях военно-промышленного ком-
плекса специального назначения. Поэтому в послед-
ние годы существенно возрос интерес к исследо-
ванию возможностей построения чувствительных 
элементов датчиков параметров движения на базе 
акустических колебаний, где для получения инфор-
мативного сигнала использовались бы инерциаль-
ные свойства упругих волн, распространяющихся в 
твердой среде. В связи с этим в настоящее время 
большое внимание уделяется анализу особенностей 
распространения высокочастотных ультразвуковых 
колебаний в условиях вращения материала среды 
распространения и использованию этих особен-
ностей для построения датчиков движения [1–5]. 
В работе [2] очевидно впервые было показано, что 
колебания частиц в акустических волнах сопрово-
ждаются инерциальными эффектами, что делает 
возможным использование этих волн в гироскопии 
в целях создания чувствительных элементов датчи-
ков параметров движения, отличающихся устой-

чивостью к нагрузкам и достаточной точностью 
при сохранении конструктивной простоты и необ-
ходимой чувствительности.

В равномерно вращающейся с угловой ско-

ростью Ω

 среде помимо линейного ускорения 

2

2

лин

t
a

∂
ξ∂

=




 
на тело действуют центростремительные 

( )ξ×Ω×Ω=


ц.сa  и кориолисово 
t

a
∂
ξ∂

×Ω=



2

Кор

 
уско-

рения. Поэтому уравнение движения во вращаю-

щейся среде будет иметь следующий вид:

   (1)

где  — плотность среды, ξ
i
 — вектор смещения,   

lmiklmik uC  — тензор механических напряжений, 

С
iklm

 — тензор модулей упругости материала звуко-

провода, 















l

m

m

l
lm xx

u
2
1   — тензор деформации, 

x
k
, t — пространственная и временная координаты,   

ink∈ — символ Леви–Чивита. 
На основании общего уравнения движения (1) 

авторами настоящей статьи был проанализирован 
частный случай распространения сдвиговой объем-
ной акустической волны (ОАВ) в изотропной твер-
дой среде при наличии вращения, при этом ось вра-
щения совпадала с направлением распространения 
ОАВ. 

Подробный анализ скорости распространения 
и направления вектора поляризации колебаний ча-
стиц в волне [3, 4] показал, что движение частиц 
в волне определяется сложением двух базовых волн 
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и описывается круговой поляризацией. При рас-
пространении в условиях вращения, из-за разницы 
скоростей компонент волны характер движения 
частиц будет изменяться. Линейный характер дви-
жения при этом сохранится, однако направление 
колебаний будет непрерывно меняться, т.е. возни-
кает вращение направления поляризации упругой 
волны. При этом угол поворота направления поля-
ризации волны β определяется как

       (2)

Здесь  ρµ=0V  — скорость поперечной волны 
при отсутствии вращения, τ — время прохождения 
волной расстояния x. Пропорциональность угла по-
ворота вектора поляризации β скорости вращения 
звукопровода Ω может быть положена в основу 
определения величины этой скорости. Стоит от-
метить, что полученная закономерность справедли-
ва для распространения сдвиговой ОАВ не только 
в изотропной твердой среде, но и вдоль акустиче-
ских осей кристаллов.

На основе проведенных теоретических исследо-
ваний авторами предложен ряд новых принципов 
конструктивной реализации чувствительных эле-
ментов гироскопов на ОАВ с различными способа-
ми разделения первичной и вторичной, возникаю-
щей за счет вращения, волн [6 9] (см. рис. 1).

На рис. 1а показан принцип разделения волн 
за счет скрещивания поляризаций излучающего 
и приемного преобразователей [6]. Чувствитель-
ный элемент, реализующий данный принцип [7], 
содержит твердотельный звукопровод, на противо-
положных плоскопараллельных торцах которого 
расположены излучающий И и приемный П пре-
образователи поперечных волн. Приемный преоб-
разователь имеет направление чувствительности, 
сориентированное под углом, близким к 90° относи-
тельно направления поляризации излучающего пре-
образователя. При наличии вращения звукопровода 
под действием силы Кориолиса в звукопроводе воз-
никают вторичные колебания распространяющей-
ся ОАВ, имеющие повернутую на 90° поляризацию 
и детектируемые приемным преобразователем. 
Уровень принятого сигнала при этом пропорциона-
лен скорости вращения звукопровода. 

На рис. 1б приведен принцип построения гиро-
скопа с пространственным разделением волн за счет 
трансформационных эффектов [8, 9]. Излучатель, 
расположенный на торце звукопровода, возбуждает 
в нем поперечную волну с вектором смещения, пер-

пендикулярным плоскости рисунка. Отражаясь от 
противоположной грани, расположенной под углом 
к основной оси звукопровода, поперечная волна 
меняет направление распространения и попадает 
на его боковую грань. При вращении звукопрово-
да вокруг оси Х, совпадающей с направлением из-
лучаемой поперечной волны, возникнут колебания 
с вектором смещения, лежащим в плоскости рисун-
ка. При этом при отражении от грани звукопровода 
будет происходить трансформация волн. Угол на-
клона отражающей грани может быть выбран та-
ким, что возникающая в результате трансформации 
продольная волна (l) будет иметь направление, пер-
пендикулярное излучаемой поперечной волне (t), 
и сможет быть принята приемником П, располо-
женным на боковой грани звукопровода. Отражен-
ная поперечная волна (t) будет попадать на боковую 
грань звукопровода в пространственной области 
вне приемного преобразователя. Таким образом, 
имеет место не только поляризационное, но и про-
странственное разделение мод. 

На рис. 1в представлена конструкция чувстви-
тельного элемента гироскопа, принцип работы ко-
торой реализован за счет разделения волн на осно-
ве законов преломления на границе раздела двух 
сред. Как видно из рисунка, звукопровод представ-
ляет собой составную конструкцию из двух твер-
дотельных материалов. Излучающий преобразо-
ватель возбуждает поперечную волну с вектором 
смещения, перпендикулярным плоскости рисун-
ка, которая, падая на границу раздела двух сред, 
претерпевает как отражение, так и преломление. 

Если параметры сред подобраны таким образом, 
что значение скорости продольной волны в среде 
С

2
  близко значению  скорости поперечной волны 

в среде С
1
, то возникающая при трансформации 

продольная волна, возникающая только при на-
личии вращения, будет иметь то же направление 
и может быть принята приемником продольной 
волны, который расположен на противоположном 
торце звукопровода.

Рассмотренные конструкции основаны на эф-
фекте поворота плоскости поляризации излучаемой 
сдвиговой волны. Однако, проведенные авторами 
исследования показали возможность непосред-
ственного возбуждения циркулярно поляризован-
ных акустических волн, скорость распространения 
которых зависит от скорости вращения среды [10]. 
Это позволяет создавать датчики параметров дви-
жения, базирующиеся на высокоточных фазовых 
методах измерения скорости распространения уль-
тразвука в твердых средах.

.
0


V
х  

Рис. 1. Принципы построения гироскопов на ОАВ
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Необходимо отметить, что возможны и другие 
способы разделения мод и, следовательно, кон-
структивные реализации чувствительных элемен-
тов, например, основанные на зависимостях на-
правления распространения акустической энергии 
(луча) от поляризации волны, имеющее место в ани-
зотропных средах. 

С целью проверки достоверности полученных 
результатов теоретического анализа был изготовлен 
ряд экспериментальных макетов. На рис. 2 пред-
ставлены чувствительный элемент и лабораторный 
макет гироскопа, принцип построения которых ос-
нован на разделении волн за счет скрещивания по-
ляризаций излучающего и приемного преобразова-
телей (см. рис. 1а).

На плате макета, кроме чувствительного эле-
мента, расположены генератор радиоимпульсов, 
а также приемное устройство, вырабатывающее 
постоянное напряжение, пропорциональное выход-
ному сигналу с чувствительного элемента. В каче-
стве технологических материалов при изготовлении 
звукопровода и преобразователей использовались, 
соответственно, плавленый кварц и пьезокварце-
вые пластины Y-среза с основной рабочей частотой 
15 МГц.

Приемный преобразователь с ортогональной по-
ляризацией будет принимать сигнал UΩ, пропорци-
ональный sin β, а с учетом малости угла — пропор-
циональный самому углу β.

     
 (3)

где τ — время распространения волны в звукопро-
воде.

При этом, как показала оценка, порядок зна-
чений принимаемого полезного сигнала при зна-
чениях угловой скорости вращения звукопрово-
да 360°/с, 1°/с и 0,1°/с составит 628 мкВ, 1,74 мкВ 
и 0,17 мкВ соответственно. Вопрос природы проис-
хождения и величины шумовых сигналов, влияю-
щих на предельную выявляемость информативного 
сигнала, связанного с вращением, был подробно 
рассмотрен авторами в работе [10].

В ходе натурных испытаний макет гироскопа 
устанавливался на специализированную центрифу-
гу (см. рис. 3), управление которой осуществлялось 
от персонального компьютера, позволяя изменять 
скорость и направление вращения.

На рис. 4 приведены результаты эксперимен-
тального исследования в виде графика зависимости 
изменения величины выходного электрического на-
пряжения от значения угловой скорости вращения. 
Видно, что выявленный линейный характер изме-
нения амплитуды сигнала, вызванный вращением, 
имеет высокую степень корреляции с закономер-
ностью, полученной аналитическим путем в соот-
ветствии с выражением (2).

Авторами настоящей работы также проводились 
исследования особенностей распространения в ус-
ловиях наличия вращения поверхностных акустиче-
ских волн (ПАВ) [11].

Распространение ПАВ во вращающейся пьезо-
электрической среде может быть описано системой 
дифференциальных уравнений, полученной из со-
вместного решения уравнения движения (1) и урав-
нения пьезоэффекта. Для решения в виде линейной 

Рис. 2. Макет гироскопа на ОАВ

 выхвых sin UUU , 

Рис. 3. Экспериментальная установка
 

Рис. 4. Экспериментальная зависимость выходного
 сигнала от угловой скорости вращения
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комбинации плоских гармонических волн, полу-
чим систему уравнений типа Грина–Кристоффеля 
для вращающихся сред

 
 

(4)

где lkiklmim llCГ   , kjjiki lle  , qppq ll4  (i, m = 1, 2, 3), 
e

jik
, 

pq
 — тензор пьезоэлектрических и диэлек-

трических постоянных, соответственно, φ — элек-
трический потенциал, v — фазовая скорость, 
W

i
 = 

i
/ω — относительная частота вращения.

Анализ решения системы (4) показал, что в ряде 
пьезодиэлектриков в отсутствие вращения имеются 
так называемые непьезоэлектрические направле-
ния, где деформации от распространяющейся ПАВ 
не вызывают возникновения электрического поля.  
В пьезокварце найденные непьезоэлектрические 
направления описываются следующими углами Эй-
лера:  600 n  , μ — любой,  18090 m  , 
где n, m — любые целые числа. Принципиально 
важной особенностью является то, что в условиях 
наличия вращения звукопровода в данных направ-
лениях появляются условия распространения ПАВ, 
сопровождающейся волной электрического потен-
циала, причем амплитуда волны электрического 
потенциала пропорциональна скорости вращения 
Ω, что может являться основой для создания датчи-
ков угловой скорости на ПАВ. На рис. 5 приведены 
результаты расчетного моделирования — получен-
ные угловые зависимости относительной величины 
электрического потенциала при разных относи-
тельных угловых скоростях вращения звукопрово-
да W (1–W

1
 = 0; 2–W

1
 = 0,001; 3–W

1
 = 0,002; 

4–W
1 
= –0,001; 5–W

1 
=–0,002) вокруг направле-

ния распространения ПАВ для пьезокварца.

Важной, с точки зрения практического примене-
ния, особенностью является постоянство скорости 
ПАВ, а также линейный характер зависимости для 
всех реализуемых на практике значений относи-
тельной угловой скорости.

По результатам проведенных аналитической 
и расчетной оценок авторами был предложен ряд 
принципов конструктивной реализации твердо-
тельных датчиков параметров углового движения 
на ПАВ. 

Схема конструктивной реализации чувствитель-
ного элемента на ПАВ, основанная на принципе пе-
реизлучения ПАВ из пьезоэлектрического направ-
ления в выявленное особое непьезоэлектрическое 
направление, приведена на рис. 6 [12].

Схема конструктивной реализации чувстви-
тельного элемента гироскопа на ПАВ, основанная 
на принципе совмещения его оси вращения и вы-
явленного особого непьезоэлектрического направ-
ления, представлена на рис. 7 [13].

Таким образом, на основании изложенных ре-
зультатов теоретических и экспериментальных ис-
следований особенностей распространения ОАВ 
и ПАВ в твердой среде при наличии вращения, 
можно утверждать о возможности их использова-
ния при создании нового класса ударо- и вибро-
прочных датчиков параметров угловой скорости на 
базе акустических волн. Рассмотренные концепции 
не являются единственно возможными, что откры-
вает широкие перспективы для проведения даль-
нейших исследований в этом направлении.
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