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РАСТУЩИЕ СЕТИ: ДИНАМИКА 
РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СТЕПЕНЕЙ 
СВЯЗНОСТИ СМЕЖНЫХ УЗЛОВ 
Разрабатывается численный метод для расчета двумерного распределения 
степеней связности (РСС) смежных узлов в растущих сетях. Задача решается 
на основе теории случайных графов, выращиваемых по нелинейному прави-
лу предпочтительного связывания со стохастическими приращениями. Выво-
дятся асимптотически точные уравнения, позволяющие быстро рассчитывать 
динамику формирования совместного РСС смежных вершин. Определяется 
финальное совместное РСС смежных вершин. Полученные результаты расши-
ряют возможности адекватного описания и исследования конфигурационных 
характеристик реальных растущих сетей (социальных, телекоммуникацион-
ных, транспортных, террористических, финансовых и т.д.). 

Ключевые слова: растущие сети, случайные графы, распределение степени 
связности узлов.

1. Введение. Теория случайных графов (сл.г.)  
с нелинейным правилом предпочтительного свя-
зывания (НППС) [1–3] представляет собой ком-
плекс оригинальных математических моделей  
и методов, на основе которых органически систе-
матизируется и обобщается большое число работ  
в области теории сетей (Network Science) — отно-
сительно нового раздела статистической механики.  
Одними из наиболее известных работ, посвящен-

ных растущим сетям, являются статьи [4–7]. Мно-
гие результаты этих и ряда других работ представ-
ляют собой частные случаи результатов теории 
сл.г. с НППС. 

В [1–3] на основе математических моделей те-
ории сл.г. с НППС успешно решается задача иден-
тификации реальных исследуемых сетей, посколь-
ку сл.г. с НППС легко и весьма точно калибруются 
практически по любому известному распределению 
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степени связности (РСС) узлов исследуемой сети  
и по ее коэффициенту кластеризации.

В работах [8, 9] теория сл.г. с НППС дополняет-
ся асимптотически точными аналитическими и чис-
ленными методами расчета динамических харак-
теристик сл.г. — т.е. переходных процессов (ПП), 
включая ПП, описывающие развитие  сети в целом, 
и ПП, описывающие индивидуальное развитие вы-
деленных вершин графа. Это позволяет решать за-
дачи динамической идентификации исследуемых 
растущих сетей и формирует основу для создания 
математической теории управляемых растущих  
сетей.

Таким образом, в ходе развития теории сл.г.  
с НППС выясняется, что ее математический аппа-
рат обладает высоким потенциалом, позволяющим 
адекватно решать множество разнообразных за-
дач, возникающих в приложениях Network Science.  
В данной статье впервые решается задача о совмест-
ном РСС смежных вершин, т.е. о совместном рас-
пределении концевых степеней связности случайно 
выбранной дуги (с.в.д.) в графах с НППС, выращи-
ваемых добавлениями стохастических приращений. 

2. Вывод основного рекуррентного соотноше-
ния. Перечислим условия, определяющие процесс 
выращивания сл.г. с НППС путем неограниченного 
добавления стохастических приращений.

Граф выращивается начиная с заданной затрав-
ки — графа небольшого размера, содержащего N

0
 

вершин. Будем считать, что начальный момент вре-
мени t

0
 = N

0
. На шаге времени t = t

0
 + 1 к графу до-

бавляется приращение — новая вершина с x исхо-
дящими из нее дугами, свободные концы которых 
присоединяются к вершинам имеющегося графа. 
Далее эта операция повторяется на каждом новом 
шаге времени. Заметим, что сразу после присоеди-
нения очередной новой вершины всегда выполняет-
ся равенство N = t. 

В общем случае приращения являются стохасти-
ческими: число x дуг каждого приращения является 
независимой случайной величиной с распределени-

ем вероятностей P(x
i
 = k) = r

k
, g ≤ k ≤ h, 1
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Связывание приращения с графом выполняет-
ся следующим образом. Поочередно каждая из дуг 
приращения свободным концом связывается с ка-
кой-либо вершиной имеющегося графа, выбирае-
мой случайно, причем вероятность p

i
 выбора вер-

шины i определяется как

  
     (1)

где f(k) — весовая функция (вес) вершины, имею-
щей степень связности k; f(k) > 0, если g ≤ k ≤ M, 
иначе f(k) = 0 (здесь g ≥ 1, M ≤ ). Поскольку аргу-
мент весовой функции целочисленный, мы будем 
обозначать ее и как fk, рассматривая ее при этом 
как числовую последовательность весов. Этот при-
ем позволит нам без лишних оговорок работать  
с весовыми функциями, не выражаемыми  в эле-
ментарных функциях в замкнутом виде.

Совместное распределение концевых степеней 
связности с.в.д. кратко будем называть РСС с.в.д. 
Метод вывода формул для РСС с.в.д., как и в пред-
шествующих работах [1–3], состоит в аналитиче-
ском асимптотически точном выражении измене-
ний, происходящих в слоях A

k
 и туннелях B(l, k) 

графа на каждом шаге добавления к нему очеред-
ного стохастического приращения. Напомним, что 

слой A
k
 определяется как множество вершин, сте-

пень которых равна k. Туннель B(l, k) определяется 
как множество дуг с начальной степенью (степенью 
вершины, из которой дуга исходит) l и терминаль-
ной степенью (степенью вершины, в которую дуга 
заходит) k. Общее название начальной и терми-
нальной степеней дуги — концевые степени.

Аналитические выражения для усредненных 
приращений числа вершин в слоях и числа дуг  
в туннелях позволяют записать рекуррентные соот-
ношения, описывающие в терминах РСС динамику 
развития графа. Эти соотношения легко реализуют-
ся в виде численных методов, ускоренных на поряд-
ки по сравнению с имитационным моделированием 
(ИМ) [9]. Если рекуррентные соотношения удается 
свести к относительно несложным дифференциаль-
ным уравнениям, то развитие графа описывается 
аналитическими методами [8]. Финальные (стаци-
онарные) РСС могут быть получены как пределы 
ПП при t   либо непосредственным решением 
алгебраических уравнений, соответствующих ста-
ционарному режиму рассматриваемых процессов 
[1–3].

Рассуждения, учитывающие изменение числа 
дуг в туннелях B(l, k) при стохастическом прираще-
нии, мало отличаются от рассуждений, приведен-
ных в [2] для случая фиксированного приращения. 
Поэтому просто перечислим эти изменения и при-
ведем соответствующие им асимптотически точные 
аналитические выражения, снабдив их необходи-
мыми краткими пояснениями. 

Итак, при добавлении стохастического прира-
щения — новой вершины с x исходящими из нее 
дугами — в графе происходит следующее.

1. Как установлено в [1, 9], при добавлении но-
вой дуги ее конец связывается с вершиной слоя A

k 

с вероятностью 
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 — средний вес вер-

шин на шаге t:

 
      (2)

q
k 
= q

k
(t) = |A

k
|/N — вероятность того, что случайно 

(равновероятно) выбранная на шаге t вершина при-
надлежит слою A

k
.

Связавшаяся с дугой вершина вследствие по-
вышения степени переходит в слой A

k+1
 и выводит  

из туннеля B(l, k) те дуги, которые в эту верши-
ну заходили, в среднем |B(l,k)|/|A

k
| = mNq

l,k 
/(Nq

k
)= 

= mq
l,k
 /q

k
 дуг. С учетом вероятности выбора одной 

новой дугой вершины в слое A
k
 и среднего числа 

новых дуг m приращение выводит из туннеля B(l, k) 

в среднем 
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2. Число дуг в туннеле B(l, k) уменьшается и тог-
да, когда конец новой дуги попадает в слой A

l
, так 

как при этом вершина, в которую вошла дуга, пере-
ходит в слой A

l+1
. По аналогии с п. 1 находим, что 

за счет этого в среднем из туннеля B(l, k) на шаге t 

выводится 
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 дуг.

3. Найдем теперь среднее число дуг, добавляе-
мых в туннель B(l, k) на шаге t. С вероятностью   )(
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 конец дуги приращения попадает в какую-

либо вершину слоя A
l–1

. Эта вершина, переходя  
в слой A

l
, переводит в состав туннеля B(l, k) в сред-

нем |B(l – 1,k)|/|A
l–1

| = mNq
l–1,k

 /(Nq
l–1

) = mq
l–1,k 

/q
l–1  
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исходивших из нее дуг туннеля B(l – 1,k). С учетом 
вероятности выбора одной новой дугой вершины  
в слое A

l–1
 и среднего числа новых дуг m прира-

щение графа добавляет в состав туннеля B(l, k)  

в среднем 
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4. Число дуг в туннеле B(l, k) увеличивается  
и в том случае, если конец дуги приращения попа-
дает в слой A

k–1
, так как при этом вершина, в кото-

рую вошла дуга, переходит в слой A
k
. Эта вершина, 

переходя в слой A
k
, переводит в состав туннеля B(l, 

k) в среднем |B(l,k – 1)|/|A
k–1

| = mNq
l,k–1

 /(Nq
k–1

) = 
= mq

l,k–1
 /q

k–1
 заходивших в нее дуг туннеля B(l – 1,k).  

По аналогии с п. 3 находим, что в среднем за счет 

этого в туннель B(l, k) добавляется 
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5. Кроме того, сами новые дуги приращений тоже 
могут пополнять туннель B(l, k). С вероятностью r

l
 

приращение имеет l дуг (т.е. новая вершина попада-
ет в слой A

l
). Каждая ее дуга, выбравшая вершину 

слоя A
k–1

, сама тоже добавляется в туннель B(l, k),  
что выше не учитывалось. Средняя такого рода 
добавка с учетом вероятности r

l 
рассматриваемо-

го случая, числа l дуг приращения  и вероятности 
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 выбора любою из дуг вершины слоя A
k–1 

составляет 
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 Основное асимптотически точное рекуррентное 
соотношение (записанное с явным указанием но-
мера t = N шага выращивания графа) получим сум-
мированием всех найденных изменений числа дуг  
в туннеле B(l, k):

    
 

Перепишем его, выражая число дуг в туннелях 
через вероятности принадлежности этим туннелям 
с.в.д. графа, следующим образом:

   

  

  (3)

где  t = N  — номер шага и число вершин в графе 
на этом шаге,

q
i 
(t)  — вероятность слоя A

i
 на шаге t,

q
i,j
 (t) — вероятность туннеля B(i,j) на шаге t,

mt — среднее число дуг в графе на шаге t.
Соотношение (3) является основным асимптоти-

чески точным рекуррентным соотношением, опи-
сывающим динамику изменения двумерного РСС 
с.в.д. графа и позволяющим найти точное финаль-
ное РСС с.в.д. Динамику входящих в (3) вероятно-
стей слоев q

i
 (t) можно рассчитать методом, разра-

ботанным в [9].
3. Точное решение задачи о финальном рас-

пределении концевых степеней дуг при стоха-
стическом приращении графа. Раскрывая в левой 
части (3) скобку (t + 1), учитывая, что в стацио-
нарном режиме q

l,k
 (t + 1) = q

l,k
 (t) = Q

l,k
 = const,  

1


h

gk
kr . 

)(
)(
jj

i
i kf

kfp


 , 

)(tf
fq kk , 

)(tf  




gi

ii fqtf )( , 

)()(
,

2
,

tf
fqm

m
tf
fq

q
q

m kklkk

k

kl   

 = f  и приводя в (3) подобные члены, получа-
ем для финальных вероятностей Q

l,k
 алгебраическое 

уравнение
 

  
из которого находим соответствующее рекуррент-
ное решение:

 

     
l, k = g, g+1, g+2, …                 (4)

Финальные вероятности слоев Q
i
, используемые 

в (4), определяются, как установлено в [1], рекур-
сией

,         i = 1, 2, … ,          (5)

а значение f  = a среднего веса вершины рассчи-
тывается путем численного решения системы урав-
нений (5) совместно с уравнением

      (6)

При этом средний вес f  = a и вероятности 
Q

i
 определяются одновременно, а в качестве прове-

рочного равенства используется формула для опре-
деления средней степени k, которая по построе-
нию графа должна быть равна 2m:

 

     
В [1] подробно описана простая процедура ре-

шения системы уравнений (5), (6) на Excel. Заме-
тим, что в нотации, принятой в данной статье, част-
ные случаи (например, случай, когда в (4) l = g, k = g  
и т.п., или когда в (5) i = g) отдельно не выписыва-
ются, ибо формулы (4), (5) покрывают эти частные 
случаи, и потому в их отдельном описании нужды 
не возникает.

Таким образом, зная f  и  {Q
i
}, мы по формуле 

(4) можем построчно рассчитать все элементы ма-
трицы финального РСС с.в.д. Q = ||Q

l,k
||, начиная  

с элемента Qg,g = 0 (при расчете Qg,g числитель 
формулы (4) обращается в нуль). При этом в соот-
ветствии с (4) столбцы с номерами k ≤ g в матрице 
Q заполняются нулями, строки с номерами l < g 
(когда g > 1) — тоже. 

Формулу (4) можно использовать и для расчета 
РСС с.в.д. графа, выращиваемого с помощью фик-
сированных приращений. В этом случае x  m, g = m  
и формула (4) превращается в следующую формулу, 
ранее найденную в [3] для случая фиксированных 
приращений:

  

(7)










)()(

)(
|),(||),(|

1,1
2

11,
2

11
1

tf
fqm

tf
fqm

tf
fqlrklBklB

lklkkl

kk
ltt

 

)()(
,

2
,

2

tf
fqm

tf
fqm lklkkl  . 







)(
)(

)(
)(

)()1()1(

11,
2

11

,,

tf
ftqm

tf
ftqlr

tqmttqtm

kklkk
l

klkl

 

)(
)(

)(
)(

)(
)( ,

2
,

2
1,1

2

tf
ftqm

tf
ftqm

tf
ftqm lklkkllkl   , 

,

)(

1,1
2

11,
2

11

,

 



lklkklkkl

lkkl

fQmfQmfQlr

mfmffmQ
 

)(

)(

,1
2

1

1,
2

11

,
lk

kll

klklk

kl mfmffm
Qmf

QmQlrf

Q






 



, 

i

iii
i mff

QmffrQ



  11 , 







1M

gi
iiQffa . 










)()(

)(
|),(||),(|

1,1
2

11,
2

11
1

tf
fqm

tf
fqm

tf
fqlrklBklB

lklkkl

kk
ltt

 

)()(
,

2
,

2

tf
fqm

tf
fqm lklkkl  . 







)(
)(

)(
)(

)()1()1(

11,
2

11

,,

tf
ftqm

tf
ftqlr

tqmttqtm

kklkk
l

klkl

 

)(
)(

)(
)(

)(
)( ,

2
,

2
1,1

2

tf
ftqm

tf
ftqm

tf
ftqm lklkkllkl   , 

,

)(

1,1
2

11,
2

11

,

 



lklkklkkl

lkkl

fQmfQmfQlr

mfmffmQ
 

)(

)(

,1
2

1

1,
2

11

,
lk

kll

klklk

kl mfmffm
Qmf

QmQlrf

Q






 



, 

i

iii
i mff

QmffrQ



  11 , 







1M

gi
iiQffa . 










)()(

)(
|),(||),(|

1,1
2

11,
2

11
1

tf
fqm

tf
fqm

tf
fqlrklBklB

lklkkl

kk
ltt

 

)()(
,

2
,

2

tf
fqm

tf
fqm lklkkl  . 







)(
)(

)(
)(

)()1()1(

11,
2

11

,,

tf
ftqm

tf
ftqlr

tqmttqtm

kklkk
l

klkl

 

)(
)(

)(
)(

)(
)( ,

2
,

2
1,1

2

tf
ftqm

tf
ftqm

tf
ftqm lklkkllkl   , 

,

)(

1,1
2

11,
2

11

,

 



lklkklkkl

lkkl

fQmfQmfQlr

mfmffmQ
 

)(

)(

,1
2

1

1,
2

11

,
lk

kll

klklk

kl mfmffm
Qmf

QmQlrf

Q






 



, 

i

iii
i mff

QmffrQ



  11 , 







1M

gi
iiQffa . 










)()(

)(
|),(||),(|

1,1
2

11,
2

11
1

tf
fqm

tf
fqm

tf
fqlrklBklB

lklkkl

kk
ltt

 

)()(
,

2
,

2

tf
fqm

tf
fqm lklkkl  . 







)(
)(

)(
)(

)()1()1(

11,
2

11

,,

tf
ftqm

tf
ftqlr

tqmttqtm

kklkk
l

klkl

 

)(
)(

)(
)(

)(
)( ,

2
,

2
1,1

2

tf
ftqm

tf
ftqm

tf
ftqm lklkkllkl   , 

,

)(

1,1
2

11,
2

11

,

 



lklkklkkl

lkkl

fQmfQmfQlr

mfmffmQ
 

)(

)(

,1
2

1

1,
2

11

,
lk

kll

klklk

kl mfmffm
Qmf

QmQlrf

Q






 



, 

i

iii
i mff

QmffrQ



  11 , 







1M

gi
iiQffa . 










)()(

)(
|),(||),(|

1,1
2

11,
2

11
1

tf
fqm

tf
fqm

tf
fqlrklBklB

lklkkl

kk
ltt

 

)()(
,

2
,

2

tf
fqm

tf
fqm lklkkl  . 







)(
)(

)(
)(

)()1()1(

11,
2

11

,,

tf
ftqm

tf
ftqlr

tqmttqtm

kklkk
l

klkl

 

)(
)(

)(
)(

)(
)( ,

2
,

2
1,1

2

tf
ftqm

tf
ftqm

tf
ftqm lklkkllkl   , 

,

)(

1,1
2

11,
2

11

,

 



lklkklkkl

lkkl

fQmfQmfQlr

mfmffmQ
 

)(

)(

,1
2

1

1,
2

11

,
lk

kll

klklk

kl mfmffm
Qmf

QmQlrf

Q






 



, 

i

iii
i mff

QmffrQ



  11 , 







1M

gi
iiQffa . 

mkQk
M

gk
k 2

1

 




. 









































.1,1,
/

,2,,
)(
)(

,1,,
)(

,,,0

1,1,11

1,11

1

,

mkml
ffmf

QfQf

mkml
ffmf

mQQf

mkml
ffmf

Qf

mkml

Q

kl

klkkll

km

klkk

mm

mm

kl  

,
)(

)(
)(

1

1

,
2

,

mm

mm

mm

mmmmm
kl

ffmf
Qf

mfmffm
QmQmrf

Q












  

1
102





k

kfk , 
 

mkQk
M

gk
k 2

1

 




. 









































.1,1,
/

,2,,
)(
)(

,1,,
)(

,,,0

1,1,11

1,11

1

,

mkml
ffmf

QfQf

mkml
ffmf

mQQf

mkml
ffmf

Qf

mkml

Q

kl

klkkll

km

klkk

mm

mm

kl  

,
)(

)(
)(

1

1

,
2

,

mm

mm

mm

mmmmm
kl

ffmf
Qf

mfmffm
QmQmrf

Q












  

1
102





k

kfk , 
 

)(
)( ,1

2
11,

2
11

,
lk

kllklklk
kl mfmffm

QmfQmQlrf
Q




  , 

1

])()([
)(

)(
)1(

11








t

ftqftq
tf

mrttq
tq

kkkkkk

k , 

1

])()([
)(

)(
)1(

11








t

ftqftq
tf

mrttq
tq

kkkkkk

k , 

,



И
Н

Ф
О

РМ
А

ТИ
К

А
,  

ВЫ
Ч

И
С

Л
И

ТЕ
Л

ЬН
А

Я
  Т

ЕХ
Н

И
К

А
  И

  У
П

РА
ВЛ

ЕН
И

Е
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 2
 (

14
6)

 2
01

6

84

В самом деле, как и формула (7), формула (4)  
в случае l  m, k = m дает нуль, так как в этом случае 
в (4) f

k–1 
= f

m–1
 = 0 (по определению) и Q

l–1,k
 = Q

l–1,m
 = 0  

(в граничный слой с номером k = m дуги не захо-
дят). В случае l = m, k = m + 1 формула (4) может 
быть переписана в виде:

   
так как Q

m,m
 = 0 (в граничный слой дуги не захо-

дят) и r
m
 = 1 (число дуг фиксированного прираще-

ния равно m с вероятностью 1). Т.е. и в этом случае 
формула (4) совпадает с формулой (7). Аналогично 
устанавливается и совпадение при фиксированном 
приращении формулы (4) с формулой (7) в двух 
оставшихся случаях, когда l = m, k  m + 2 и когда  
l  m + 1, k  m + 1.

Таким образом, нами найдена точная рекуррент-
ная формула (4) финального совместного распреде-
ления концевых степеней связности с.в.д. графов 
с НППС со стохастическим приращением. Найден-
ная ранее в [3] для графов с фиксированным при-
ращением формула (7) является частным случаем 
формулы (4). 

Следовательно, и формула РСС с.в.д. для графов 
с линейным правилом предпочтительного связыва-
ния (ЛППС, см. [2, 7]), являющаяся частным случа-
ем формулы (7), также является частным случаем 
формулы (4).

4. Верификация формулы финального РСС дуг 
с помощью имитационного моделирования графа. 
Для верификации формулы (4) целесообразно в ка-
честве тестового примера выбрать какую-нибудь 
«экзотическую» функцию весов. Возьмем, напри-
мер, следующую достаточно произвольную дробно-
рациональную функцию: 

  ,    k = g, g + 1, g + 2, … ,     (8)

принимая g = 1. Зададим для числа x дуг стохастиче-
ского приращения графа (1 ≤ x ≤ 4) распределение 
вероятностей  (r

1
, r

2
, r

3
, r

4
) = (0,1,  0,4,  0,2  0,3).

Рассчитав описанным в [1] численным методом 
средний вес  f  = a вершин этого графа и финаль-
ное РСС {Q

i
} его вершин (i = 1, 2, …), т.е. решив 

систему уравнений (5), (6), находим:

 f  = 6,681323585,

{Q
i
} = {0,03103, 0,162506, 0,17347, 0,204099,         

    0,127748, 0,082378, 0,054961, 0,037894, …}.       (9)

Затем по формуле (4) вычислим финальное со-
вместное распределение концевых степеней с.в.д. 
графа (рис. 1).

Соответствующие результаты ИМ показаны  
на рис. 2. Сравнивая их с расчетными значениями 
Q

lk
 (рис. 1), убеждаемся в полной согласованности 

точных расчетных значений и соответствующих 
приближенных имитационных оценок.

ИМ тестового графа выполнено Е. Б. Юдиным  
в среде Simbigraph [10].

5. Уравнения динамики РСС дуг растущего 
графа. Одним из преимуществ развиваемой здесь  
и в статьях [1–3, 8, 9] теории сл.г. с НППС и ее ме-
тодологии является возможность расчета не только 
финальных РСС вершин и дуг, но и ПП изменения 
этих РСС в ходе выращивания графа. 

В статье [9] разработаны численные методы рас-
чета ПП для РСС вершин графов. Аналогичный 
подход можно развить и для численного расчета ПП 
РСС дуг.

Действительно, из основного соотношения (3) 
непосредственно находим, что

       l, k=1, 2, …,                        (10)

где РСС вершин {q
i
(t)} на любом шаге времени рас-

считывается по найденному в статье [9] рекуррент-
ному соотношению

Рис. 1. Совместное РСС ||Ql,k|| с.в.д. в тестовом графе

Рис. 2. Оценки вероятностей Ql,k, полученные имитационным моделированием
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                                                  , k  g. (11)

При t = t
0
 матрица q(t) = ||q

l,k
(t)|| РСС с.в.д.  

и распределение степени вершин {q
i
(t)} определя-

ются в (11) по затравке графа.
6. Пример расчета ПП для РСС дуг растущего 

графа. В качестве примера рассчитаем ПП для РСС 
дуг тестового графа, описанного в разделе 4. В ка-
честве затравки возьмем кольцо на пяти вершинах. 
Поэтому положим t

0
 = N

0
 = 5. 

При t = 5 (в соответствии с формой затравки) 
имеем РСС вершин {q

i
(t)}, в котором q

2
(t) = 1 (все 

вершины принадлежат слою A
2
), остальные q

i
(t) рав-

ны нулю. При этом, так как все степени k
i
 = 2, то 
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 ftf     (см. (8)). То же самое по-

лучим при расчете по формуле (2). В матрице q(t) 
элемент q

2,2
(t) = 1 (все дуги исходят из слоя A

2
 и за-

ходят в слой A
2
), все прочие элементы равны нулю. 

Таково начальное состояние графа при t = 5.
Используя формулы (10), (11), нетрудно реализо-

вать в Excel или на каком-либо языке программиро-
вания расчет РСС с.в.д. для любого t > t

0
. 

Расчет с помощью такой процедуры РСС с.в.д. 
рассматриваемого графа дал для шага t = 10 ма-
трицу q(t), начальный фрагмент которой показан  
на рис. 3. 

Для шага t = 1000 начальный фрагмент матрицы 
q(t)  показан на рис. 4. 

Сравнивая рис. 3, 4 с рис. 1 нетрудно видеть, 
что РСС с.в.д. q(t) = ||q

l,k
(t)|| сходится к найденному 

ранее финальному РСС  Q = ||Q
l,k
||.

7. Заключение. В статье разработан асимптоти-
чески точный метод расчета динамики совместно-
го двумерного РСС q(t) = ||q

l,k
(t)|| смежных вершин 

(т.е. РСС дуг) в графах с НППС и стохастическими 
приращениями. Метод позволяет также рассчиты-
вать динамику РСС дуг при фиксированных при-
ращениях в графах с НППС и динамику РСС дуг 
в графах с ЛППС. Это обеспечивает возможность 

динамической идентификации реальных растущих 
сетей (социальных, телекоммуникационных, транс-
портных, террористических, финансовых и т.д.)  
не только по РСС вершин, но и по динамике из-
менения конфигурационных характеристик, та-
ких, например, как коэффициент кластеризации  
графа [2]. 

В статье разработан также точный метод расчета 
финального РСС дуг Q = ||Q

l,k
|| в графах с НППС и 

стохастическими приращениями, который  охваты-
вает в качестве частных случаев соответствующие 
методы, найденные ранее для графов с фиксиро-
ванными приращениями и для графов с ЛППС. 

Оба разработанных метода на несколько по-
рядков превосходят как по скорости, так и, одно-
временно, по точности, используемые в настоящее 
время методы имитационного моделирования.
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Рис. 4. Вероятности ql,k на шаге t = 1000
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УДК 519.2:004.421.5:004.7 В. Н. ЗАДОРОЖНЫЙ
 В. А. БАДРЫЗЛОВ

 Е. Б. ЮДИН

Омский государственный 
технический университет

РАСТУЩИЕ СЕТИ 
С ПОТЕРЯМИ СВЯЗЕЙ
На основе теории случайных графов с нелинейным правилом предпочтитель-
ного связывания формулируется и исследуется модель растущих сетей (со-
циальных, телекоммуникационных, транспортных, террористических, финан-
совых и т.д.), учитывающая случайные потери связей между участниками сети 
в ходе ее эволюции. 

Ключевые слова: растущие сети, случайные графы, стационарные и переход-
ные случайные процессы.

1. Введение. Многие свойства реальных боль-
ших сетей удается объяснить развитием этих сетей 
по так называемому линейному правилу предпочти-
тельного связывания (ЛППС) [1]. Согласно этому 
правилу рост сети является результатом добавле-
ния к ней новых узлов, которые имеют m связей 
и предпочитают соединяться этими связями с теми 
узлами сети, у которых степень связности k выше 
[2, 3]. Математически ЛППС выражается формулой  
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, которая определяет вероятность того, 
что новая связь (выбирающая узел графа незави-
симо от других m – 1 новых связей) соединится с 
узлом i, степень связности которого равна k

i
. Та-

ким образом, в ЛППС вероятность p
i
 связывания  

с узлом i пропорциональна степени связности этого 
узла: p

i
  k

i
.

Моделью таких сетей является граф Барабаши–
Альберт (граф БА), предложенный Альбертом Ба-
рабаши и Рекой Альберт [2, 3]. Свойства графа БА 
согласуются со свойствами многих, хотя и далеко 
не всех реальных сетей [1, 4]. Дальнейшее разви-
тие моделей растущих сетей привело к созданию 
нового раздела статистической механики, называ-
емого теорией сетей (Network Science). Как пока-
зывает аналитический обзор публикаций, одним из 
наиболее удачных направлений развития Network 
Science, успешно конкурирующих с другими под-
ходами, является теория случайных графов (сл.г.)  
с нелинейным правилом предпочтительного свя-
зывания (НППС) [5–10]. Многие результаты, по-
лученные при использовании других подходов, яв-
ляются простыми частными случаями результатов 

теории сл.г. с НППС, получаемыми из ее формул 
немедленно при подстановке в них соответствую-
щих значений параметров [6–8]. Ряд задач Network 
Science решен методами теории сл.г. с НППС впер-
вые [5–10]. К таким задачам относится и задача 
расчета характеристик растущих графов с потеря-
ми связей, решаемая в данной статье.

Решаемая задача является шагом к повышению 
адекватности математического моделирования со-
циальных сетей, бурное развитие которых оказыва-
ет серьезное влияние на общественные процессы, 
проявляющееся через рекламу, информационное 
противостояние, идеологическую борьбу, вербовку 
новых членов террористическими организациями  
и т.д. 

Существующие модели социальных сетей не-
редко подвергаются обоснованной критике [11], по-
скольку не учитывают такие особенности сетей, как 
ограниченность возможного числа связей у любого 
участника сети и случайное изменение существую-
щих связей между участниками. Эти особенности 
учитываются моделью, разрабатываемой в настоя-
щей статье на основе теории сл.г. с НППС.

2. Основные положения теории случайных гра-
фов с НППС. Теория сл.г. с НППС отличается от те-
ории сл.г. с ЛППС двумя основными положениями.

Во-первых, в теории сл.г. с НППС приращения 
графа (добавляемые к графу новые вершины с ис-
ходящими из них дугами) стохастические, т.е. число 
x дуг каждого приращения является независимой 
случайной величиной с распределением вероятно-
стей P(x

i
 = k) = r

k
, g ≤ k ≤ h, 

k
 (r

k
) = 1. 
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Во-вторых, вероятность p
i 
связывания с верши-

ной i в общем случае пропорциональна некоторой 
функции f от степени связности (весу) этой верши-
ны: p

i
  f(k

i
). Т.е. связывание приращения с графом 

выполняется следующим образом. Поочередно каж-
дая из дуг приращения свободным концом связы-
вается с какой-либо вершиной графа, выбираемой 
случайно, причем вероятность p

i
 выбора вершины i 

определяется так:

  
            ,   i, j = 1, …, N,             (1)

где f(k) — вес вершины, имеющей степень связно-
сти k;  f(k) > 0, если g ≤ k ≤ M, иначе f(k) = 0 (здесь 
M ≤ ); N — число вершин в графе. Поскольку ар-
гумент весовой функции f(k) целочисленный, мы 
будем обозначать ее также через f

k
, рассматривая 

ее при этом как числовую последовательность ве-
сов. Этот прием позволит нам без лишних оговорок 
работать с весовыми функциями, не выражаемыми   
в элементарных функциях в замкнутом виде.

В качестве примера на рис. 1 показаны первые 
шаги выращивания графа с НППС из треугольно-
го графа-затравки. Приращения с одной или дву-
мя дугами появляются с одинаковой вероятностью,  
r
1
 = r

2
 = 1/2. При выборе вершин для присоеди-

нения дуг приращений используется правило (1)  
с весовой функцией f(k) = ln(k). Здесь минимальное 
число дуг в приращении g = 1, максимальное число 
дуг в приращении h = 2.

Одной из особенностей теории сл.г. с НППС яв-
ляется регулярное использование прямого теорети-
ко-вероятностного анализа процессов, происходя-
щих при выращивании сл.г. с НППС. Это позволяет 
выводить уравнения динамики для распределения 
степеней связности (РСС) вершин и/или дуг графа 
и переходить от уравнений динамики к уравнениям 
финальных РСС, получаемым предельным перехо-
дом при N  .

При этом РСС вершин определяется как дис-
кретное распределение вероятностей {q

k
}, которым 

описывается степень случайно (равновероятно) вы-
бранной вершины графа. Если обозначить через A

k 

множество вершин в графе (слой), имеющих сте-
пень k, то q

k
 = |A

k
|/N. При неограниченном добавле-

нии приращений к графу число его вершин N    
и {q

k
}  {Q

k
}, где {Q

k
} — финальное РСС вершин 

графа.
Для дуг графа РСС определяется как двумерное 

дискретное распределение вероятностей {q
l,k
}, ко-

торым описываются концевые степени (начальная l 
и терминальная k) случайно выбранной дуги (с.в.д.) 
графа. Начальная степень дуги — это степень вер-
шины, из которой дуга исходит, терминальная сте-
пень — это степень вершины, в которую дуга за-
ходит. Если обозначить через B(l,k) множество дуг 
в графе (туннель), имеющих начальную степень l  
и терминальную степень k, то q

l,k
 = |B

l,k
|/R, где R — 

число дуг в графе. Из построения графа с оче-
видностью вытекает, что R ~ mN при N  , где  
m = 

k
 (kr

k
)  — среднее число дуг в приращении 

графа. Поэтому при анализе РСС дуг графа мы 
используем асимптотически точное приближение  
q

l,k 
~ |B

l,k
|/(mN). С ростом графа {q

l,k
}  {Q

l,k
}, где 

{Q
l,k
} — финальное РСС дуг.
Туннели B(l,k) с наименьшим возможным зна-

чением l = g называются входными, все остальные 
туннели — внутренними. Понятия слоев и тунне-
лей, используемые в теории сл.г. с НППС, иллю-

стрируются на рис. 2 на примере графа, полученно-
го на рис. 1 после присоединения вершины 9. 

Граф представлен с явным распределением вер-
шин по слоям А1, …, А6. Входной туннель В(1, 4) 
содержит только одну дугу, т.е. В(1, 4) ={(5, 1)}. 
Другие входные туннели пусты. Из внутренних тун-
нелей непустыми являются:

В(2, 6) = {(8, 4), (9, 4), (7, 4), (6, 4)}; 
В(2, 4) = {(8, 1), (6, 2)}; 
В(4, 3) = {(1, 3)};       В(3, 4) = {(3, 2)};       
В(4, 4) = {(1, 2)};       В(6, 3) = {(4, 3)};       
В(6, 4) = {(4, 2)},       В(2, 2) = {(9, 7)}.

Используя изложенные основные положения 
теории сл.г. с НППС можно строить адекватные 
модели разнообразных сложных растущих сетей  
и решать сложные задачи, соответствующие целям 
исследования. Сформулируем и решим в терминах 
теории сл.г. с НППС поставленную во введении 
задачу анализа характеристик социальных сетей  
с учетом ограниченной степени связности их узлов 
и случайного изменения связей между ними.

3. Динамика РСС вершин в графах с потерями 
дуг. Возможные потери связей в моделируемых со-
циальных сетях учтем следующим образом. Будем 
считать, что на каждом шаге выращивания графа 
выполняются две операции:

1) к графу присоединяется по правилу (1) новое 
приращение;

2) из графа удаляется случайное число с.в.д.,  
в среднем  дуг (0 <  < m).

Обратим внимание на то, что потери с.в.д. мо-
гут с положительной вероятностью приводить  
к тому, что будут появляться вершины со степенью 
k = 0 (изолированные вершины). Это означает, что 
наименьшим номером слоя в графах  с потерями 
дуг является номер g = 0. В соответствии с этим  
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Рис. 1. Пример выращивания сл.г. с НППС из затравки, 
содержащей три вершины

Рис. 2. Распределение по слоям вершин графа, 
построенного на рис. 1
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естественно считать, что последовательность по-
ложительных весов может начинаться ненулевым 
весом f

0
, обеспечивающим возможность «возвраще-

ния» в граф вершин, потерявших с ним все связи.
Число дуг, добавляемых в граф за один шаг,  

в среднем составляет M(x) –  = m –  = ṁ > 0.  
Будем считать, что случайное число удаляемых  
на каждом шаге дуг задано на конечном диапазо-
не возможных значений. Тогда среднее число дуг 
в графе M(R) при больших N сходится с относи-
тельной погрешностью нуль к величине ṁN, т.е.  
M(R) ~ ṁN.

Выведем уравнения динамики РСС {q
k
}  вер-

шин графа путем определения асимптотически точ-
ных приближений для изменений вероятностей q

k
  

в результате выполнения шага t. Примем за начало 
отсчета времени момент t

0
 = N

0
, где N

0
 — число 

вершин в затравке графа. Тогда в результате вы-
полнения любого шага t > t

0 
выполняется равенство 

t = N.
Как показано в [10], в соответствии с прави-

лом (1) каждая дуга поступившего на шаге t при-
ращения выбирает для связывания вершину слоя A

k
  

с вероятностью P
k
 = q

k
 f

k
 /f , в результате чего рас-

пределение вершин по слоям изменяется:

N
k
(t + 1) = N

k
(t) + r

k
 + 

                      +mP
k–1

(t) – mP
k
(t),        k  0,    (2)

где N
k
 — среднее число вершин в слое A

k
. В записи 

(2) цитируемого соотношения учтено, что в нашем 
случае g = 0.

В графе с потерями дуг на каждом шаге t, по-
сле присоединения к графу нового приращения, 
происходит также потеря в среднем  с.в.д., в ре-
зультате которой среднее число дуг (2) в каждом 
слое претерпевает дополнительно следующие изме-
нения. С вероятностью 

l
 (q

l,k
) любая с.в.д. может 

заходить в вершину слоя A
k
. В таком случае поте-

ря этой с.в.д. уменьшает на единицу степень соот-
ветствующей вершины слоя A

k
, и вершина уходит  

из данного слоя в слой A
k–1

. Число вершин в слое 
A

k 
уменьшается на единицу. С учетом вероятности  


l 
(q

l,k
) рассматриваемого случая и среднего числа  

 теряемых на шаге t дуг в среднем за счет воз-
можности захода теряемых дуг в слой A

k
 число вер-

шин в нем уменьшается на 
l 
(q

l,k
). Рассматривая 

аналогичным образом возможность захода с.в.д.  
в слой A

k+1
, находим, что за счет этой возможности  

в среднем на шаге t число вершин в слое A
k 
возрастает 

на 
l
 (q

l,k+1
). Кроме того, число вершин в этом слое 

убывает [возрастает] в среднем на 
l 
(q

l,k
) [в среднем  

на 
l
 (q

k+1,l
)] за счет возможности исхода с.в.д.  

из слоя A
k
 [из слоя A

k+1
]. Таким образом, общая по-

правка к среднему числу дуг в слое A
k
, вносимая 

потерей с.в.д., составляет величину

N
k
(t) = 

l
 (q

l,k+1
) – 

l
 (q

l,k
) +

l
 (q

k+1,l
) –

– 
l
 (q

k,l
) = [

l
 (q

l,k+1
) + 

l
 (q

k+1,l
)] – [

l
 (q

l,k
) +

+ 
l
 (q

k,l
)] = {[M

l
 |B(l,k+1)| + M

l
 |B(k+1,l)|] – 

–[M
l
 |B(l,k)| + M

l
 |B(k,l)|]}/(ṁN),

 
где M — символ математического ожидания. Не-
трудно видеть, что выражение в первой паре квад-
ратных скобок есть не что иное, как среднее чис-
ло дуг, инцидентных вершинам слоя A

k+1
 и равное, 

очевидно, (k + 1)N
k+1

, во второй паре квадратных 
скобок — среднее число дуг, инцидентных верши-
нам слоя A

k
 (равное kN

k
,). Отсюда

N
k
(t) = (k + 1)N

k+1
/(ṁN) – kN

k
 /(ṁN) = 

   =(k + 1)q
k+1

/ṁ – kq
k
 /ṁ.              (3)

Добавляя поправку (3), вносимую потерей с.в.д., 
к (2), получаем:

N
k
(t + 1) = N

k
(t) + r

k
 + mP

k–1
(t) – mP

k
(t) +

+ (k + 1)q
k+1

/ṁ – kq
k
 /ṁ.

  
Наконец, выражая здесь P

i
 = q

i
 f

i
 /f  через ис-

ходные данные и текущее РСС вершин {q
k
} = 

={q
k
(t)}, приходим к соотношению
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 — средний вес вершин  
на шаге t,
или

 

       
   

(4)

где t = N — число всех вершин на шаге t,
или, окончательно,

  , (5)

для всех k  0.
Соотношение (5) представляет собой асимпто-

тически точную систему уравнений динамики РСС 
{q

k
(t)} вершин графа с НППС с потерями дуг.
4. Расчет финального РСС вершин при огра-

ниченной степени связности. Вершины растущего 
графа с НППС имеют ограниченную степень связ-
ности, если  ограничена последовательность нену-
левых весов fg, …, f

M
, используемая в НППС (1), т.е. 

если M < . 
Действительно, в этом случае максимальная сте-

пень вершин графа равна M + 1, так как к верши-
нам, переместившимся по мере роста их степени  
в слой A

M+1
, новые дуги присоединяться не будут 

(вес f
M+1

 таких вершин равен нулю). Тем самым  
в теории сл.г. с НППС автоматически учитываются 
критические замечания (высказываемые в отноше-
нии теории сл.г. с ЛППС, [11]), в которых указыва-
ется на ограниченность степеней связности в со-
циальных сетях.

Уравнение для финального РСС {Q
k
} вершин 

графа с потерями дуг легко выводится из соотно-
шения (4). Записывая левую часть равенства (4)  
в виде  tq

k
(t + 1) + q

k
(t + 1) и устремляя t к бес-

конечности, можно сократить члены tq
k
(t + 1)  

в левой части и tq
k
(t) в правой, поскольку оба они 

сходятся к одной и той же величине tQ
k
. Оставши-

еся в уравнении вероятности слоев и средний вес 
вершин также следует заменить их финальными 
(предельными) значениями. В результате получаем:
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                    ,     k  0.     (6)

Выражая отсюда Q
k
 в виде 

               ,   k  0,    (7)

получаем вместе с уравнением

 f  = 
k
 (f

k
Q

k
)                       (8) 

систему (7), (8) из M + 3 уравнений с M + 3 неиз-
вестными, которая при ограничении «f

i
 = 0, когда 

i < 0 или i > M + 1» легко решается относитель-

но f и всех Q
k
 методом минимизации невязок или 

методом простых итераций. В случае применения 
простых итераций в качестве начального при-
ближения рекомендуем брать равномерное РСС  
Q

0
 = Q

1
 = … = Q

M+1
 = 1/(M + 2).

5. Примеры финального и переходных РСС вер-
шин графа с потерями дуг. На рис. 3 показан гра-
фик финального РСС, рассчитанного путем точно-
го решения системы (7), (8) численными методами  
и оцененного методом имитационного моделирова-
ния (ИМ), в котором был выращен граф размером 
100 007 вершин (затравка состояла из семи вершин). 
Весовая функция при 0 ≤ k ≤ 20 определялась в виде

       

и равнялась нулю при прочих k. Число x дуг при-
ращения (1 ≤ x ≤ 4) имело распределение вероят-
ностей  (r

0
, r

1
, r

2
, r

3
, r

4
) = (0,001,  0,1,  0,4,  0,2  0,299), 

т.е. допускались приращения, не содержащие дуг 
(изолированные вершины). 

Как видно из рис. 3, результаты расчета и моде-
лирования согласуются с точностью до статистиче-
ских погрешностей имитационных оценок.

На рис. 4 с финальным РСС {Q
k
} = {q

k
()} этого 

же графа сравниваются переходные РСС {q
k
(100)} 

и {q
k
(1000)}, рассчитанные по формуле (5).

Эксперименты показывают, что в графах  
с ограниченной степенью вершин переходные РСС 
достаточно быстро сходятся к стационарным. Это 
позволяет при относительно небольших размерах 
исследуемых социальных сетей с хорошей точно-
стью идентифицировать их структурные характе-
ристики, обуславливаемые распределениями степе-
ней связности.

Как показывают дополнительные эксперименты, 
в графах с потерями с.в.д. всегда имеется опреде-
ленная доля изолированных вершин. Так, даже если 
в рассмотренном примере все приращения графа 
будут содержать 4 дуги, то в финальном распреде-
лении {Q

k
} вероятность Q

0
 составит 3,27∙10–5.

6. Заключение. На рис. 5 представлены РСС 
двух эквивалентных по средней степени связно-
сти графов G

0
 и G

1
, имеющих весовую функцию  

f(k) = k, 1 ≤ k ≤ M (M = 1000). Максимальная сте-
пень связности у обоих графов M + 1 = 1001.   
В графе G

0
 дуги не теряются и все приращения 

имеют одну дугу (m = 1), поэтому средняя степень 
связности его вершин k = 2m = 2. В графе G

1
  

с потерями дуг все приращения имеют две дуги  
и на каждом шаге теряется одна с.в.д. В результате 
на каждом шаге в граф G

1
 добавляется в среднем 

одна вершина и одна дуга (ṁ = 1), и его средняя сте-
пень связности тоже составляет k = 2ṁ = 2. 

Из рис. 5 видно, что эти два графа с одинако-
выми весами f и одинаковой плотностью дуг имеют 
существенно различную структуру: в графе G

1 
с по-

терями дуг доля вершин с высокой степенью связ-
ности на несколько порядков меньше, чем в графе 
G

0
. Если графы имеют около 1 млн вершин, то са-

мая высокая степень, достигаемая вершинами гра-
фа G

1
, будет находиться в пределах 50, в то время 

как в графе без потерь будет много вершин с сот-
нями связей, и вполне может появиться несколько 
вершин со степенью k = 1001.

Выполненное сравнение показывает, сколь важ-
но учитывать случайные потери связей при моде-
лировании социальных сетей и ограниченную сте-
пень связности их участников. Это эффективно  

Рис. 3. Сравнение результатов точного расчета РСС  
вершин с результатами ИМ

Рис. 4. Демонстрация сходимости переходных РСС {qk(t)} 
к финальному РСС {Qk}

Рис. 5. Сравнение РСС {Qk} эквивалентных по f(k) и по k 
графов без потерь и с потерями
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реализуется посредством разработанных в данной 
статье уравнений динамики РСС вершин и числен-
ных методов расчета финальных РСС вершин ра-
стущих графов с потерями дуг.
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