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В состАВе 
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элеКтротеХНиЧесКиХ КоМПлеКсоВ
В статье предложена методика формирования численного проекционно-се-
точного алгоритма на регулярной триангуляционной сети для расчетов трех-
мерных моделей магнитного поля синхронных магнитоэлектрических машин 
с возбуждением от постоянных магнитов (СМЭМ ПМ), используя рекуррент-
ные выражения, полученные на основе «трехмерного регулярного элемен-
та» для цилиндрической системы координат. Использование «трехмерного 
регулярного элемента» позволяет максимально автоматизировать процесс 
формирования глобальной системы линейных алгебраических уравнений  
в проекционно-сеточном методе Галеркина в сочетании с методом конеч-
ных элементов, минуя этап построения элементных систем уравнений. При 
решении задачи оптимизации конструкций тихоходных синхронных магнито-
электрических машин в электротехническом комплексе центральное место  
в уточнении решения занимает расчет магнитного поля. По известному рас-
пределению индукции магнитного поля в областях, занятых обмоткой с током, 
вычисляются индуктивность обмотки, противо-ЭДС, рабочие характеристики 
СМЭМ ПМ в высокотехнологических электротехнических комплексах (ВЭТК).

Ключевые слова: трехмерный регулярный элемент, метод конечных элемен-
тов, магнитное поле, магнитная система, тихоходные синхронные магнито- 
электрические машины в ВЭТК.

Разработка высокотехнологических электро-
технических комплексов (ВЭТК) с тихоходными 
синхронными магнитоэлектрическими машинами 
с постоянными магнитами (СМЭМ ПМ) с учетом 
требований технического задания предусматривает 
расчет магнитного поля [1–10]. 

В данной работе краевая задача для расчета 
магнитного поля представляет собой распределе-
ние квазистатического магнитного поля по объему  
моделирования V [11–13]. Система уравнений 
магнитного поля в магнитной системе, где наряду  
с постоянными магнитами присутствуют токи про-
водимости, имеет вид:
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 — плотность тока проводимости; 
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 —  
абсолютная магнитная проницаемость; 
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 — 
соответственно векторы магнитной индукции  
и напряженности магнитного поля; 
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 — вектор 
остаточной намагниченности; 

0
 — магнитная по-

стоянная; 
r
 — относительная магнитная проница-

емость.
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Введем в рассмотрение векторный магнитный 
потенциал 
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, удовлетворяющий калибровкам
                                 

  (2)

Тогда, учитывая (1) и (2), можно записать:

                .            (3)

Для расчетной модели синхронной тихоходной 
магнитоэлектрической машины примем следующие 
допущения:

— относительная и абсолютная магнитная про-
ницаемости элементов конструкции магнитопрово-
да из электротехнической стали при фиксирован-
ных положениях подвижной части постоянны;

— при описании постоянного магнита учиты-
ваются только поверхностные токи, вследствие 
линейности участка на кривой размагничивания  
и высокого значения магнитной твердости магнитов 
из редкоземельных постоянных магнитов в рабочих 
режимах.

Последнее допущение справедливо для высоко-
энергетических постоянных магнитов. Намагничен-
ность таких магнитов можно считать постоянной  
по всему объему. 

Поверхностные токи намагниченности опреде-
ляют скачкообразное изменение тангенциальных 
составляющих напряженности магнитного поля  
на границе постоянного магнита и воздушной окру-
жающей среды. Средняя плотность поверхностных 
токов намагниченности записывается в виде:        

 ,              (4)
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 — нормаль (единичный вектор) к границе 
раздела двух сред с различными магнитными свой-
ствами; 

,

,0

,

00 MHB

Bdiv

JHrot







 

J    r 0    B , H    0M    A  

0



Adiv

BArot
 

00)( MrotHrotArotrot   

 01020 , MMnMrotiм   

n    0201, MM    002 M  

     nMnMMniм ,, 00101   




 00MrotJМ  




 00Mrotiм  

)^cos(0 rnMiм   

0Adiv  

0
1




r
rA

r
r  

HrotJiJ    

 AiA  

мiJ
r
AA

z
A

r
zrr

A
r

rr
















































2

11

1111

 

   zrrAzr ,,,,   

  const,,  zr  













zr

Br
1    












rr

Bz
1    











 r
B

1
 

 — соответственно векторы намаг-
ниченности этих сред.

Для воздушной окружающей среды вектор на-
магниченности 
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, поэтому справедливо вы-
ражение

 .            (5) 

Среднюю плотность поверхностных токов на-
магниченности можно также записать через вектор 
остаточной намагниченности 
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. По аналогии с за-
писью выражения объемной плотности тока намаг-
ничивания

  
     (6)

плотность поверхностного тока намагничивания i
м
 

будет 

 .                       (7)

Для магнитных систем с высокоэнергетически-
ми постоянными магнитами, имеющими осевую 
симметрию, плотность поверхностного тока намаг-
ничивания i

м
 имеет одну составляющую. При ради-

альном направлении намагничивания постоянного 
магнита плотность поверхностного тока i

м
 в цилин-

дрической системе координат направлена вдоль 
угла θ. При совпадении вектора намагниченности 
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 с осью r выражение (7) можно преобразовать 
к виду:

 .                     (8)

Для осесимметричных магнитных полей, иссле-
дуемых в цилиндрической системе координат и соз-
даваемых магнитными системами, имеющими ось 
симметрии, важно то, что распределение поля не 
зависит от угла θ, и тогда /θ = 0. Также можно 
принять, что направление тока в цилиндрической 
системе координат перпендикулярно оси z и тогда 
А

z
 = 0 [1, с. 283]. При этих условиях калибровка  
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 примет вид 
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, из которой вы-

текает, что А
r
 зависит только от 1/r и при r = 0 

неограниченно возрастает. Таким образом, из фи-
зических соображений можно принять А

r
 = 0 [1, 

с. 284]. Следовательно, у магнитного поля с осевой 
симметрией векторный магнитный потенциал име-
ет только одну составляющую Аθ.

Также одну составляющую будет иметь вектор 
плотности электрического тока 
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,  
а векторный магнитный потенциал  
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. 
Уравнение Пуассона для трехмерного магнит-

ного поля в цилиндрической системе координат  
по аналогии с [1, с. 134] имеет вид

 .               (9)

При переходе к функции магнитного потока

 .                 (10)

Условие ( ) constzr =θΨ ,,   определяет уравнение 
силовой линии трехмерного магнитного поля. Для 
случая составляющие вектора магнитной индукции 
можно записать [9]

 ,                      ,                     . (11)

Уравнение Пуассона в однородном отдельном 
объеме V имеет вид

 .             (12)

На внешней грани расчетного объема V модели 
заданы нулевые граничные условия. На оси модели 
функционал равен нулю, на внешних гранях прямо- 
угольного объема также выполняется равенство 
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     Для конструкции магнитных систем синхронных 
магнитоэлектрических машин характерны однород-
ные области (объемы) моделирования: магнитопро-
вод из электротехнической стали, катушки, посто-
янные магниты. 

Для каждого из этих однородных областей мо-
делирования можно записать уравнение Лапласа–
Пуассона:

— для магнитопровода из электротехнической 
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— для объема, занятого обмоткой с током c плот- 
ностью постоянного тока намагничивания, магнит-
ная проницаемость 

r
 = 1 и  равна 

0
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 — сум-

марный объем обмоток на пару полюсов;
— для постоянного магнита и воздушного про-

странства уравнение Пуассона можно записать  
в виде

 ,                 (15)

причем плотность тока намагниченности 
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только на границе постоянного магнита. В осталь-
ных случаях i

м
 = 0.

Уравнения (13–15) дополняются внешни-
ми нулевыми граничными условиями (на гранях 
N-функция формы 
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) и условиями сопряжения 
на внутренних гранях расчетного объема V.

По методу Галеркина [10–13] с использовани-
ем базисной функции формы N

m
 [14, 15] приведем 

уравнение (15) к виду:

 .              (16) 

мiJ
r

zrzrrr













































11

1111

 

0  

0
11

1111













































r

zrzrrr

c

cc  

J
r

zrzrrr

0

1

11













































 

зобмkV
IW

J   

iобмобмобмобм VVVV  ...21  

мir

zrzrrr

0

1

11













































 

0мi  

 

  0)(

111

0 
















































dViJN

dV
zrzrrr

N

м

V

T
rm

V

T
rm

r  

   

      .0)(
111

111

0 
















































































































dViJNdV
zz

N

rrr

N

r

dV
zr

N
zrr

N
r

м

V

T
rm

T
rm

T
rm

V r

V

T
rm

T
rm

r  

  










M

zr
r

dMrznFrnF )(cos)(cos
1

2  

мiJ
r

zrzrrr













































11

1111

 

0  

0
11

1111













































r

zrzrrr

c

cc  

J
r

zrzrrr

0

1

11













































 

зобмkV
IW

J   

iобмобмобмобм VVVV  ...21  

мir

zrzrrr

0

1

11













































 

0мi  

 

  0)(

111

0 
















































dViJN

dV
zrzrrr

N

м

V

T
rm

V

T
rm

r  

   

      .0)(
111

111

0 
















































































































dViJNdV
zz

N

rrr

N

r

dV
zr

N
zrr

N
r

м

V

T
rm

T
rm

T
rm

V r

V

T
rm

T
rm

r  

  










M

zr
r

dMrznFrnF )(cos)(cos
1

2  

мiJ
r

zrzrrr













































11

1111

 

0  

0
11

1111













































r

zrzrrr

c

cc  

J
r

zrzrrr

0

1

11













































 

зобмkV
IW

J   

iобмобмобмобм VVVV  ...21  

мir

zrzrrr

0

1

11













































 

0мi  

 

  0)(

111

0 
















































dViJN

dV
zrzrrr

N

м

V

T
rm

V

T
rm

r  

   

      .0)(
111

111

0 
















































































































dViJNdV
zz

N

rrr

N

r

dV
zr

N
zrr

N
r

м

V

T
rm

T
rm

T
rm

V r

V

T
rm

T
rm

r  

  










M

zr
r

dMrznFrnF )(cos)(cos
1

2  

мiJ
r

zrzrrr













































11

1111

 

0  

0
11

1111













































r

zrzrrr

c

cc  

J
r

zrzrrr

0

1

11













































 

зобмkV
IW

J   

iобмобмобмобм VVVV  ...21  

мir

zrzrrr

0

1

11













































 

0мi  

 

  0)(

111

0 
















































dViJN

dV
zrzrrr

N

м

V

T
rm

V

T
rm

r  

   

      .0)(
111

111

0 
















































































































dViJNdV
zz

N

rrr

N

r

dV
zr

N
zrr

N
r

м

V

T
rm

T
rm

T
rm

V r

V

T
rm

T
rm

r  

  










M

zr
r

dMrznFrnF )(cos)(cos
1

2  

После дальнейших преобразований получим:
    

 

(17)
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Используя теорему Остроградского–Гаусса, 
первый интеграл уравнения (17) преобразуется к ви- 

ду: 
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определяться граничными условиями задачи. 
При принятых нулевых граничных условиях для 

моделируемой области V и на ее внешней грани-
це S уравнение Пуассона для исследуемой задачи  
по МКЭ примет вид:

 .             (18)

По методу конечных элементов (МКЭ) [9–13] 
используется трехмерный симплекс-элемент, где 
моделируемая (исследуемая) функция описывается 
линейным интерполяционным полиномом первой 
степени, который содержит константу и линейные 
члены. Число коэффициентов в таком полиноме  
на единицу больше размерности координатного 
пространства. Интерполяционный полином для те-
траэдра в декартовой системе координат имеет вид:

 .             (19)

В цилиндрической системе координат уравне-
ние (19) примет вид:

 .             (20)

Для симплекс-элемента характерны два  
свойства: 

— функция  изменяется линейно между двумя 
любыми узлами;

— любая линия, вдоль которой  принимает 
одинаковые значения, есть прямая, пересекающая 
две стороны элемента.

Коэффициенты λ1
, λ

2
, λ

3
, λ

4
, определяются через 

координаты вершин тетраэдра i, j, k, ℓ (рис. 1).

 .           (21)

В сокращенной форме записи

 ,                      (22)

следовательно,

 ,                     (23)

где

 .          (24)

Выполняется расчет обратной матрицы 
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Рис. 1. Трехмерный конечный элемент в форме тетраэдра 
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Функция магнитного потока для конечного эле-
мента может быть представлена в виде:
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 — объем конечного элемента.  

Указанное выражение функции формы 
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,  
на конечном элементе позволяет выполнить опера-
цию интегрирования по объему:

 ,       (27)
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 — единичный век-

тор, перпендикулярный поверхности; p — число те-
траэдров в расчетном объеме модели; q — число 
узлов трехмерной сети; 
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.
После подстановки (27), (28) в (18) получим:

 (29)
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После сокращения на 
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  (30)

При составлении глобальной системы линейных 
алгебраических уравнений (СЛАУ).

        
   .                      (31)

Рекуррентные соотношения для формирования 
глобальной СЛАУ из элементных уравнений (22):
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 (32)

                                                  при m=s,  

,             (33)

где r1, r2 — номера конечных элементов с узлами m 
и s (рис. 2), h — длина ребра. 

При составлении СЛАУ используем «регуляр-
ный элемент» [14]. Применение «регулярного эле-
мента» позволяет пропустить этап составления 
матрицы жесткости и перейти непосредственно  
к составлению системы уравнений. 

Для пояснения структуры глобальной СЛАУ вво-
дится расширенный до трех измерений «регуляр-
ный элемент». «Трехмерный регулярный элемент» 
на равномерной триангуляционной сети использу-
ется для моделирования магнитного поля электро-
технических устройств в 3D расчетной области. 

Запишем уравнение для 11-го узла «трехмерного 
регулярного элемента» (рис. 2):  

    

(34)

Из уравнения (27) видно, что решением глобаль-
ной СЛАУ при заданных граничных и начальных 
условиях являются значения функции магнитного 
потока 
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 в узлах триангуляционной сети магнит-
ной системы СГПМ, представленной на рис. 2. Для 
решения глобальной СЛАУ могут быть использова-
ны прямые и итерационные методы. 

Программная реализация предложенного метода 
расчета трехмерного поля выполнена на языке Java 
для тестовой задачи расчета электротехнического 
устройства, для которого трехмерная геометриче-
ская модель в цилиндрической системе координат 
приведена на рис. 3. 

Результаты расчета и их сравнение с результа-
тами, полученными в стороннем программном обе-
спечении Ansys Maxwell 16.0, приведены на рис. 4.

Количество уравнений в СЛАУ — 600. Время 
расчета тестовой задачи с помощью разработанной 
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Рис. 2. Регулярный элемент на 3D сетке расчетной области

Рис. 3. Внешний вид тестовой магнитной системы:
1 — постоянный магнит; 

2 — магнитопровод из электротехнической стали
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программы составляет 17,28 мин. В качестве ре-
шателя СЛАУ использовался открытый код метода  
Гаусса.

Таким образом, предлагаемая методика фор-
мирования глобальной СЛАУ алгоритмизирована, 
выполнена программная реализация на языке Java 
по разработанной методике для решения тестовой 
задачи: расчета трехмерного магнитного поля по-
стоянного магнита окруженного магнитопроводом 
в цилиндрической системе координат на основе 
«трехмерного регулярного элемента». Большие вре-
менные затраты на вычисление объемных мульти-
физических распределенных задач делают актуаль-
ным применение для данной методики специальных 
численных процедур расчета разреженных СЛАУ  
с использованием алгоритмов параллельных вычис-
лений, что приведет к еще более существенному со-
кращению времени расчета. 
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Рис. 4. Результат расчета магнитной системы в разработанном 
программном обеспечении (а) и в программном обеспечении Ansys Maxwell 16.0 (б)


