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моДелирование 
ПоСлеДовательноСти СБорКи 
оСеСимметричных изДелий 
С Применением матрицы 
инциДентноСти графа
В статье рассматривается решение проблемы автоматизированного опре-
деления последовательности сборки прецизионных осесимметричных изде-
лий. Целью данной работы является рассмотрение возможности применения 
ориентированного графа сборки, в частности матрицы смежности и матрицы 
инцидентности при теоретическом описании конструкции и проектировании 
технологии сборки. Данный подход соответствует решению проблемы в мате-
матической форме. Произведен анализ особенностей математического моде-
лирования конструкции и процесса сборки. Предложена методика построения 
графа, отображающего связи между деталями и процесс сборки. Реализа-
ция задачи автоматизированного формирования технологического процесса 
сборки выполнена с применением алгоритмов и компьютерной программы, 
основанной на матричном представлении графов. Выполнен сравнительный 
анализ результатов, полученных теоретически и с применением компьюте-
ра в рамках проектирования технологических процессов сборки. Полученные 
результаты позволяют оперативно внести необходимые изменения в после-
довательность сборки, на основе чего открывается возможность контроля 
данных и принимаемых решений при проектировании технологических про-
цессов сборки.

Ключевые слова: моделирование сборки, граф сборочных единиц, дерево 
связей, алгоритм, матрица смежности, матрица инцидентности.

Введение. Процесс проектирования технологии 
сборки включает два этапа [1]. Первый этап — фор-
мирование схемы сборки и маршрутного техноло-
гического процесса сборки, содержащих информа-
цию о порядке присоединения элементов изделия, 
комплектности сборочных единиц и соединений. 
Второй этап — формирование операций, опреде-
ление состава присоединяемых элементов, видов 
работ, средств и других параметров, образующих 
описание сборочных операций. Творческий про-
цесс формирования схемы сборки и маршрутного 
технологического процесса сборки, в ходе которо-
го технолог выделяет технологические сборочные 
единицы и определяет возможный порядок сборки, 
является наиболее трудоёмким и трудно формали-
зуемым. В данной работе рассматривается первый 
этап проектирования технологии сборки.

При моделировании технологии сборки приме-
няется теория графов в связи с тем, что позволяет 
связать теоретические положения с конкретными 
вычислительными алгоритмами, которые просто 
реализуются на компьютере. Основоположником 
применения математических моделей в виде гра-

фа в машиностроении является Б. С. Мордвинов 
[2], который ввел понятие взаимосвязанной гео-
метрической структуры машины и ее графа. Сюда 
входит, в частности, задача определения последо-
вательности сборки изделий. J. Yu и L. Xu разрабо-
тали подход для автоматической разработки после-
довательности сборки на основе метода матрицы 
отношений покомпонентного вида [3]. R. Gottipolu  
и K. Ghosh предложили подход для создания выпол-
няемых последовательностей сборки, основанный 
на анализе ограничений контакта и мобильности 
[4]. Q. Su разработал систематический метод для 
анализа геометрических ограничений между сбо-
рочными единицами, основанный на интерактив-
ном моделировании САПР-модели [5]. T. Alfadhlani, 
A. M. Samadhi, I. Toha [6] разработали автоматиче-
ский метод для обнаружения столкновения между 
сборочными единицами. 

Этот метод основан на геометрической ин-
формации, полученной при сопряжении сбороч-
ных единиц. M. Kanthababu, R. Giri [7] предло-
жили подход для создания последовательности 
разборки механических моделей на основе ин-
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терференционной матрицы и графа соединений. 
Основываясь на интерференционных матрицах,  
M. R. Bahubalendruni, B. B. Biswal внедрили инте-
грированные методы, основанные на теории, ис-
пользуемой для извлечения критериев предикатов, 
таких как данные связи [8, 9], механическая выпол-
нимость [10–12] и геометрическая выполнимость 
[13] для создания оптимального ASP/DSP (проек-
тирование последовательности сборки / разборки 
(демонтажа)) [14].

Постановка задачи. Целью исследований яв-
ляется проблема определения последовательности 
присоединения деталей при сборке изделий на ос-
нове матриц смежности и инцидентности графа. 

В качестве объектов сборки для определенности 
будем рассматривать осесимметричные изделия.

При построении процесса сборки следует учи-
тывать, что процесс сборки — это процесс обра-
зования связей между деталями. Поэтому вначале 
необходимо выявить данные связи, что возможно 
на основе использования математической моде-
ли изделия в виде графа, где детали — вершины,  
связи — ребра.

Если определить последовательность образова-
ния связей, которые выявлены в конструкции узла, 
то этим решается задача определения последова-
тельности сборки изделия.

Граф связи между деталями узла может быть 
представлен в виде матрицы смежности (графа), 
а последовательность образования связей может 
быть представлена в виде матрицы инцидентности 
данного графа, в которой последовательность столб-
цов, т.е. ребер будет определять последовательность 
сборки. 

Задача исследований сводится к разработке ме-
тодики построения и упорядочения матрицы инци-
дентности графа. 

Разработанная теория. 
Методика построения и упорядочения матрицы 

инцидентности графа.
1. Построение геометрической модели сбороч-

ной единицы (изделия).
2. Выявление контактов и силовых замыканий. 

Под контактом будем понимать соединение дета-
лей, непосредственно соприкасающихся плоскими 
или цилиндрическими поверхностями или допуска-
ющих расположение между ними третьей детали.

3. Выявление для каждой детали связей с дру-
гими деталями с построением матрицы смежности.

4. Упорядочение деталей, составление модели 
конструкции сборочной единицы (на основе матри-
цы смежности графа) [15]. 

5. Построение графа с ребрами-контактами  
и добавление ребер силового замыкания для модели 
конструкции сборочной единицы.

6. Определение правил последовательности при 
сборке для участков, ограниченных силовыми за-
мыканиями.

7. Построение исходной, неупорядоченной ма-
трицы инцидентности по матрице смежности.

8. Упорядочение связей в матрице инцидентно-
сти. 

9. Реализация процесса сборки.
Допущения:

1. Под силовым замыканием будем подразуме-
вать соединение деталей, получаемое путем прило-
жения к ним сил, гарантирующих непрерывность 
контакта, сохранение положения детали относи-
тельно другой детали в соответствии с конструк-
цией сборочной единицы (резьбовые соединения, 

соединения с применением стопорных колец, со-
единения с натягом и другие).

2. Контакт будем считать признаком связи дета-
лей, зазор — свойством силового замыкания.

Результаты экспериментов. Рассмотрим реа-
лизацию методики на примере вала привода [16]  
(рис. 1), рассмотрим его характеристику, расчлене-
ние на элементы.

Для осуществления моделирования конструкции 
узла «Вал привода» нужно перейти к модели узла 
в виде его геометрической модели, в которой все 
детали имеют только плоские и цилиндрические по-
верхности (рис. 2). Преобразуем форму некоторых 
деталей, заменяя конические, сферические, резьбо-
вые, фасонные поверхности плоскими и цилиндри-
ческими поверхностями.

1. Выявление контактов и силовых замыканий.
Математическое моделирование будем осущест-

влять на основе упрощенной модели в виде графа, 
учитывающей связи только в одном — осевом — 
направлении (между торцами деталей).

В качестве вершин графа примем детали, а в ка-
честве ребер графа — связи между деталями.

Под связью понимаем непосредственный кон-
такт между деталями, определенный зазор или 
ограничение на взаимное расположение деталей  
в сборочной единице.

Будем указывать в качестве номера связи но-
мера деталей, с которыми связана данная деталь  

Рис. 1. узел привода, включающий нижеперечисленные 
части изделия (детали): 1 — шлицевой вал, 2 — крышка, 

3 — болт, 4 — шайба, 5 — проставочное кольцо, 
6 — обойма уплотнения вала, 7 — корпус, 

8, 10, 13 — стопорные кольца, 
9 и 11 — шариковые подшипники, 
12 — коническое зубчатое колесо, 

14 — кольцо уплотнения вала

Рис. 2. Геометрическая модель 
конструкции узла «Вал привода»
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(рис. 3). Если есть контакт между деталями, то от-
мечаем направление от рассматриваемой детали  
к сопрягаемой — вправо или влево, в зависимости 
от того, справа или слева расположена сопрягаемая 
деталь, ограничивающая смещение рассматривае-
мой детали.

Вид связи определяется рангом:
1-й ранг — соединение непосредственное (кон-

такт при сборке) — можно соединить без использо-
вания других деталей — сильная связь;

2-й ранг — соединение возможно только после 
предварительной сборки других деталей (имеется 
контакт) — слабая связь;

3-й ранг — связь отмечает взаимное располо-
жение деталей в сборочной единице без непосред-
ственного контакта или запрет на невозможные по-
ложения.

Ранг связи указывается рядом с номером связи, 
отделяется от номера связи точкой.

2. Выявление для каждой детали связей 1-го  
и 2-го рангов с построением матрицы смежности.

2.1. Связи 1-го и 2-го рангов — это только кон-
такты — по графу контактов (их будет на единицу 
меньше, чем число деталей), то есть начинать нужно  

Рис. 3. обозначение направлений и ранга связей между деталями 
в модели конструкции сборочной единицы

Таблица 1 

Последовательность сборки по графу контактов

Таблица 2 

Матрица смежности (результат упорядочения) 

N 3 4 2 5 14 6 10 9 8 7 1 11 12 13

3 0 –1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 0 –2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 –2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

5 0 0 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

14 0 0 0 0 0 –2 0 0 0 0 0 0 0 0

6 0 0 0 0 2 0 0 –2 0 –2 0 0 0 0

10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 –2 0 0 0

9 0 0 0 0 0 2 0 0 0 0 –2 0 0 0

8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 –1 0 0 0 0

7 0 0 0 0 0 2 0 0 1 0 0 0 0 0

1 0 0 0 0 0 0 2 2 0 0 0 –1 0 –2

11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 –2 0

12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0

13 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 2 0 0 0
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с выявления контактов, в результате должно получить-
ся дерево связей (контактов) между деталями (табл. 1).

3. Упорядочение деталей, составление модели 
конструкции сборочной единицы (на основе матри-
цы смежности графа) [17]. Процесс упорядочения 
заключается в перестановке строк и соответствую-
щих столбцов таким образом, чтобы сверху от глав-
ной диагонали разместились отрицательные числа, 
снизу — положительные, при этом единицы при-
близились к главной диагонали за счёт удаления от 
главной диагонали чисел, равных 2.

В результате получаем следующую информа-
цию: порядок расположения деталей в модели кон-
струкции сборочной единицы (табл. 2).

4. Построение графа с ребрами-контактами  
и добавление ребер силового замыкания (рис. 4).

Учитываются и силовые контакты — по резьбе 
(болты, винты) для замыкания контуров, стопорные 
кольца.

5. Определение правил последовательности при 
сборке для участков, ограниченных силовыми за-
мыканиями.

6. Построение исходной, неупорядоченной ма-
трицы инцидентности.

Матрица инцидентности
1. Число столбцов в матрице должно быть на 1 

меньше числа деталей, а количество связей, выяв-
ленных для всех деталей, больше, т.к. для каждой 
детали можно указать связи со всеми остальными 
деталями, т.е. n–1 связь, таким образом, (n–1)n/2.

В таблице указываются все возможные связи.
2. При соединении двух деталей их связи с дру-

гими деталями объединяются и связи этих двух 
деталей к одной и той же детали. Поэтому число 
столбцов в матрице должно быть не равно n–1,  
а равно числу выявленных связей.

3. Связи заносим в таблицу инцидентности 
(табл. 3) по порядку, который зафиксирован в ма-

Рис. 4. Граф-дерево связей (контактов) и силовых замыканий между деталями 
(сплошные линии — контакты, пунктирные — силовые замыкания)

Таблица 3

Матрица инцидентности (неупорядоченные связи)

Таблица 4
 

Матрица инцидентности (упорядоченные связи)
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трице смежности. Учитываются только связи пер-
вого и второго ранга. Связи третьего ранга нужны 
для построения узла, а не для определения последо-
вательности сборки.

7. Упорядочение связей в матрице инцидентно-
сти. Следующая связь должна охватывать преды- 
дущую.

Правило последовательности присоединения де-
талей нужно формулировать на основе того, что бу-
дет использоваться матрица инцидентности графа, 
что означает упорядочение связей между деталями, 
а связи — в матрице инцидентности (табл. 4).

8. Реализация процесса сборки. Перед началом 
сборки составляем новую таблицу. Соединенные 
связи объединяем и уменьшаем с каждым присо-
единением матрицу на одну строку и один столбец.

В результате выполнения программы на экране 
дисплея выводится матрица связей между деталями 
сборочной единицы.

При правильно подготовленных данных матрица 
должна быть кососимметричной.

Далее программой осуществляется моделирова-
ние конструкции сборочной единицы и маршрутно-
го технологического процесса сборки.

В ходе проведения сравнения и анализа отли-
чий теоретического результата моделирования кон-
струкции сборочной единицы и маршрутного тех-
нологического процесса сборки с компьютерным 
был выполнен ряд численных экспериментов.

обсуждение экспериментов. В результате про-
ведения численного эксперимента на экране дис-
плея компьютера выдается следующая информация: 
порядок расположения деталей в модели конструк-
ции сборочной единицы и последовательность при-
соединения деталей (рис. 5).

В результате работы программы была получена 
корректная итоговая модель схемы сборки с инфор-
мацией о связях (рис. 6).

Выводы. В статье был проведен анализ особен-
ностей математического моделирования процессов 

сборки, теоретическое исследование конструкции 
и схемы сборки. Построены матрицы смежности 
и инцидентности графа, наглядно отображающие 
связи между деталями и последовательность сборки 
изделия. 

Результаты теоретических исследований до-
полнены исследованиями с применением компью-
терной программы для автоматизированного фор-
мирования технологического процесса сборки, 
основанной на матричном представлении графов. 
Полученные результаты позволяют обеспечить ав-
томатизированное построение модели конструкции 
и автоматическое построение технологической схе-
мы сборки по теоретически сформированной мо-
дели конструкции, оперативно внести необходимые 
изменения в последовательность сборки, на осно-
ве чего появляется возможность контроля данных 
и принимаемых решений при размерном анализе 
конструкций и при проектировании технологиче-
ских процессов сборки.
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