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оПтимизационный 
КинематичеСКий Синтез 
четырехзвенного рычажного 
механизма По ДвУм заДанным
Положениям
Широкое применение плоских шарнирных четырехзвенных механизмов в раз-
личных автоматических устройствах и приспособлениях требует дальнейшего 
развития методов автоматизированного кинематического синтеза, которые  
на основе современных математических подходов позволят сократить требу-
емое количество априорной информации и получить точное решение. Исполь-
зованный подход наилучшего квадратичного приближения функций позволил 
сформулировать как критерий оптимальности, так и условия его достижения 
на основе уравнения замыкания векторного контура. Проведенный анализ 
модели показал, что на ее основе можно оценить наличие сингулярных по-
ложений звеньев, при которых возможно самопроизвольное изменение за-
кона движения выходного звена. Численный эксперимент в пакете MathCAD 
позволил верифицировать методику синтеза по результатам решения задачи 
кинематического анализа и графическому представлению шатунных кривых.

Ключевые слова: плоский шатунный механизм, кинематический синтез, ква-
дратичное приближение функций, моделирование.

Введение. Плоские четырехзвенные рычаж-
ные механизмы используются как исполнительные  
в различных устройствах и приспособлениях. На-
пример, в механизме поворота велосипеда, в си-
стеме открывания гаражных ворот, в механизме 
рулевого управления и в тормозной системе авто-
мобиля, в устройствах для поворота солнечных па-
нелей, в оборудовании для проведения лапароско-
пии, в протезах искусственного коленного сустава 
и так далее, четырехзвенники преобразуют враще-
ние ведущего кривошипа в требуемый закон дви-
жения выходного звена. 

Несмотря на большое количество методов ис-
следования плоских четырехзвенных механиз-
мов [1–3], вопросы кинематического синтеза, т.е. 
расчет геометрических размеров звеньев, обеспе-
чивающих заданное непрерывное движение вы-
ходного звена при выполнении накладываемых 
ограничений на рабочую зону и динамических ус-
ловий передачи движения, до настоящего момента 
решаются приближенными графоаналитическими 
методами [4–7]. Применение графических пакетов 
значительно упрощает процедуру синтеза, но тре-
бует достаточно большого времени на уточнение 
результатов проектирования по итогам решения 
задач кинематического анализа [4, 8]. В различных 
постановках задачи синтеза для нахождения неиз-
вестных кинематических параметров механизма  
в качестве априорной информации требуется три 
известных положения входного и выходного зве-
ньев, длина входного кривошипа или стойки [1, 2, 
9, 10].  

Н. И. Левитским [1] установлено, что для на-
хождения единственного (точного) решения задачи 
синтеза передаточного четырехзвенного механизма 
необходимо задать три положения входного и вы-
ходного звеньев, в случае известных только двух 
положений звеньев задача имеет бесчисленное ко-
личество возможных решений. Современные ме-
тоды кинематического синтеза четырехзвенных 
механизмов [3, 8, 9, 11–16], основанные на аппрок-
симационном подходе и квадратическом приближе-
нии, сводятся к решению системы квадратных урав-
нений либо к итерационной процедуре решения 
нескольких систем линейных уравнений, в которых 
трудно выбрать начальные значения искомых пара-
метров. На практике задача кинематического син-
теза усложняется, если необходимо обеспечить тре-
буемую траекторию движения характерной точки, 
как правило, вершины треугольного звена, основа-
нием которого является шатун четырехзвенника. 

В статье рассматривается оптимизационный 
метод кинематического синтеза плоского криво-
шипно-шатунного рычажного четырехзвенного ме-
ханизма, позволяющий автоматизировать расчет ге-
ометрических размеров звеньев и сократить число 
априорной информации. Предлагаемый метод отно-
сится к категории методов «аналитического» синте-
за, использующих условия наилучшего приближе-
ния по Чебышеву [1, 2, 8, 9]. Значения свободных 
параметров (двух заданных положений входного 
кривошипа и выходного коромысла, а также дли-
ну стойки) задаются произвольно, увеличение их 
количества приводит к  повышению степени полу-
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чаемой аппроксимации, но, как следствие, к услож-
нению математической модели и метода ее реше- 
ния.

Постановка задачи. В общем случае при ре-
шении задачи кинематического синтеза плоского 
рычажного четырехзвенного механизма в соот-
ветствии с заданными положениями звеньев, кон-
структивными ограничениями и динамическими по-
казателями качества передачи движения требуется 
рассчитать его кинематические параметры (длины 
подвижных звеньев). Следует отметить, что точное 
воспроизведение той или иной траектории звеньев 
удается обеспечить только в некоторых частных 
случаях, поэтому ограничиваются указанием только 
нескольких позиций, что значительно упрощает за-
дачу.

Ведущее звено проектируемого механизма — 
кривошип АВ совершает равномерное вращатель-
ное движение c постоянной угловой скоростью :


1
=t, =const,

а коромысло CD совершает колебательное движе-
ние между двумя крайними положениями.

Кинематическая схема четырехзвенника изо-
бражена на рис. 1. Введем декартовую систему ко-
ординат хАу с центром, совпадающим с шарниром 
А и осью абсцисс Ах, направленной вдоль непод-
вижного звена AD. Координаты неподвижного шар-
нира D(х

D
, у

D
) назначаются произвольно на основе 

требований к габаритам рабочей зоны механизма. 
Положения входного кривошипа AB и соответству-
ющие положения выходного коромысла CD заданы 
угловыми координатами  1
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, откла-
дываемыми относительно оси Aу против часовой 
стрелки, как показано на рис. 1. Требуется опре-
делить значения длин l

1
, l

2
, l

4
 подвижных звеньев 

AB, ВC и СD соответственно так, чтобы обеспечить 
позиционирование с точностью не менее =0,01  
в заданных положениях и полный поворот входного 
звена АВ четырехзвенного механизма.   

основная часть. Расчетная схема синтезируемо-
го плоского передаточного четырехзвенного шар-
нирного механизма АВСD с учетом принятых в за-
даче обозначений длин и углов поворота звеньев, 
а также системы декартовых координат хАу при-
ведена на рис. 1. Исходные данные задачи кинема-
тического синтеза обозначим как l

0
  — расстояние  

между опорными шарнирами А и D и 
3
(

1
) — закон 

движения, описывающий зависимость между зна-
чениями углов поворота коромысла CD и кривоши-
па АВ, как  1
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Используя метод В. А. Зиновьева [1, 2], запишем 

уравнение замкнутого векторного контура АВСD: 

 ,                   (1)

где 
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— векторы, направленные вдоль 
звеньев AD, AB, BC и CD, как показано на рис. 1, 
равные по модулю геометрическим параметрам 
проектируемого механизма. 

Представим векторы 
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 как резуль-
тат произведения модуля 
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  на единичный вектор 
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, коллинеарный звеньям АD, BC, CD  
и АВ соответственно, т.е. 
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. Координаты 
единичных векторов для заданных узлов интерпо-
ляции функции положения шарнирного четырехз-
венника ABCD с учетом принятых обозначений за-
пишем следующим образом:

— для первого положения 
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— для второго положения 

 1
3

1
1,  

 2
3

2
1 ,  

00321  llll


 

210 ,, lll


 и 3l


 

il


 

3,...,0, iei

  

iii ell

  

 1
1

1
3      1

3
1
3

1
3 sin,cos е     1

1

1

1

1

1
sin,cos е  

 2
1

2
3      2

3
2
3

2
3 sin,cos е     2

1
2
1

2
1 sin,cos е  

  min
2

0321  llllI


 

01 llzi


  

min,222

22

21

303202101

32323131

2121
2
3

2
2

2
1






eezeezeez

eezzeezz

eezzzzzI







 

ji ee   

3 ,1    ,0 



i
z

I

i

 













.0

;0

;0

302323113

203232112

103132121

eeeezeezz

eeeezeezz

eeeezeezz







 

     
      .

21

1

1

1

2
21

2
23

2
31

312321

2131

2323

3121

eeeeee

eeeeee

eeee

eeee

eeee























 

 

: 

 1
3

1
1,  

 2
3

2
1 ,  

00321  llll


 

210 ,, lll


 и 3l


 

il


 

3,...,0, iei

  

iii ell

  

 1
1

1
3      1

3
1
3

1
3 sin,cos е     1

1

1

1

1

1
sin,cos е  

 2
1

2
3      2

3
2
3

2
3 sin,cos е     2

1
2
1

2
1 sin,cos е  

  min
2

0321  llllI


 

01 llzi


  

min,222

22

21

303202101

32323131

2121
2
3

2
2

2
1






eezeezeez

eezzeezz

eezzzzzI







 

ji ee   

3 ,1    ,0 



i
z

I

i

 













.0

;0

;0

302323113

203232112

103132121

eeeezeezz

eeeezeezz

eeeezeezz







 

     
      .

21

1

1

1

2
21

2
23

2
31

312321

2131

2323

3121

eeeeee

eeeeee

eeee

eeee

eeee























 

 

 и 

 1
3

1
1,  

 2
3

2
1 ,  

00321  llll


 

210 ,, lll


 и 3l


 

il


 

3,...,0, iei

  

iii ell

  

 1
1

1
3      1

3
1
3

1
3 sin,cos е     1

1

1

1

1

1
sin,cos е  

 2
1

2
3      2

3
2
3

2
3 sin,cos е     2

1
2
1

2
1 sin,cos е  

  min
2

0321  llllI


 

01 llzi


  

min,222

22

21

303202101

32323131

2121
2
3

2
2

2
1






eezeezeez

eezzeezz

eezzzzzI







 

ji ee   

3 ,1    ,0 



i
z

I

i

 













.0

;0

;0

302323113

203232112

103132121

eeeezeezz

eeeezeezz

eeeezeezz







 

     
      .

21

1

1

1

2
21

2
23

2
31

312321

2131

2323

3121

eeeeee

eeeeee

eeee

eeee

eeee























 

 

.
В терминах задачи наилучшего среднеквадра-

тичного приближения функции, уравнение замыка-
ния векторного контура (1) будем использовать для 
вычисления отклонения от заданных положений: 

 .              (2)

Подставив в формулу (2) соответствующие вы-
ражения для векторов 
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 и выполнив за-
мену переменной 
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 с целью сокращения 
количества неизвестных в задаче, получим итого-
вую зависимость:

                   (3)

где 
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 — это скалярное произведение единич-
ных векторов, сонаправленных  со звеньями про-
ектируемого механизма, i, j=0–3.

Функция I — неотрицательно определенная ква-
дратичная функция переменных z

1
, z

2
, z

3
, следова-

тельно, достигает своего минимума, необходимым 
условием существования которого является равен-
ство нулю частных производных:   

Результаты дифференцирования запишем в виде 
однородной линейной относительно неизвестных 
z

1
, z

2
, z

3
 системы уравнений:

                                                  

              (5)

Оценку линейной независимости системы (5) и, 
как следствие, существование единственного не-
тривиального решения задачи оптимизационного 
синтеза проверим, вычислив определитель, состав-
ленный из коэффициентов при z

1
, z

2
, z

3
:

                                

   (6)

Рис. 1. Схема кривошипно-
шатунного четырехзвенника
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  (4)
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Не нарушая общности рассуждений, предполо-
жим, что при некотором сочетании геометрических 
параметров механизма возможно положение, при 
котором все подвижные звенья лежат на одной пря-
мой, совпадающей с осью абсцисс Ах, введенной на 
рис. 1 системы декартовых координат хАу, таким 
образом, угловые координаты примут следующие 
значения: 

3
=0 , 

2
=180  и 

1
=180 . Согласно 

теории сингулярных положений [3, 6], в процессе 
движения в рычажном механизме возможны ситу-
ации, при которых происходит самопроизвольное 
изменение структуры кинематической схемы и, 
как следствие, закона движения выходного звена  
за счет наличия зазоров в шарнирах.

Для указанного сочетания значений угловых 
координат определитель матрицы (6) тождествен-
но равен нулю, таким образом, параметры z

1
, z

2
, z

3 

линейно зависимые и рассматриваемая задача ки-
нематического синтеза имеет множество решений.

В качестве дополнительного ограничения  
на переменные z

1
, z

2
, z

3
 можно использовать закон 

Грасгофа [17], согласно которому существование 
плоского кривошипно-шатунного четырехзвенного 
механизма определяется в зависимости от  выпол-
нения следующего неравенства:

p + q > l + s,                     (7)

где s, l — это геометрические размеры наименьше-
го (кривошипа) и наибольшего звеньев, а p, q — 
длины двух других кинематических звеньев.

Сгруппируем уравнения системы (5) следующим 
образом:

                           (8)
                      

 (9)

Неизвестными в системах (8) и (9) являются  
не только скалярные (безразмерные) величины z

1
, 

z
2
, z

3
, но угловая координата 








.

;

211203232

110313212

eezeeeezz

zeeeezeez




 








.

;

311303223

110313212

eezeeeezz

zeeeezeez




 

2e


 

   
    ;

313221

011203132110
2 eeeeee

eezeeeeeezee
z 






  

   
    .

313221

1101201120
3 eeeeee

zeeeeeezee
z 






  

   
    ;

323121

3131130110
2 eeeeee

eeeezeezee
z 






  

   
    .

323121

110321231130
3 eeeeee

zeeeeeeeezee
z 






  

 
  ;

313110

3210302031
1 Aeeeeee

eeeeBeeAeeBee
z




 



 

   
   

.
311021

20302101
1 BAeeAeeBee

eeBeeAeeeeBA
z




 



 

    313221 eeeeeeA


  

   323121 eeeeeeB


  

  :sin,cos 222 e


 

  
    

    
  Aeeeeee

eeBeeAeeeeBA

BAeeAeeBee

eeeeBeeAeeBee







313110

20302101

311021

3210302031









 

 1
1

1
1

1
1 sin,cos e


 

 1
3

1
3

1
3 sin,cos e


 

. Разрешив систему 
(8) методом Крамера относительно неизвестных z

2 

и z
3
, получим:

          (10)
                                

(11) 

Аналогично из системы уравнений (9) запишем 
выражения для переменных z

2 
и z

3
: 

 
                       (12)

                      

 (13)

Попарно приравняв уравнения (10) и (12), (11)  
и (13), находим аналитические зависимости для рас-
чета неизвестного скалярного параметра z

1
:

                       (14)
                         

(15)

где 
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.
На основе формул (14) и (15) сформиру-

ем уравнение относительно единичного вектора  
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 .             (16)

Для решения итогового тригонометрического 
уравнения используем заданные положения, для ко-
торых известным методом определяются координа-
ты единичных векторов, а именно 








.

;

211203232

110313212

eezeeeezz

zeeeezeez




 








.

;

311303223

110313212

eezeeeezz

zeeeezeez




 

2e


 

   
    ;

313221

011203132110
2 eeeeee

eezeeeeeezee
z 






  

   
    .

313221

1101201120
3 eeeeee

zeeeeeezee
z 






  

   
    ;

323121

3131130110
2 eeeeee

eeeezeezee
z 






  

   
    .

323121

110321231130
3 eeeeee

zeeeeeeeezee
z 






  

 
  ;

313110

3210302031
1 Aeeeeee

eeeeBeeAeeBee
z




 



 

   
   

.
311021

20302101
1 BAeeAeeBee

eeBeeAeeeeBA
z




 



 

    313221 eeeeeeA


  

   323121 eeeeeeB


  

  :sin,cos 222 e


 

  
    

    
  Aeeeeee

eeBeeAeeeeBA

BAeeAeeBee

eeeeBeeAeeBee







313110

20302101

311021

3210302031









 

 1
1

1
1

1
1 sin,cos e


 

 1
3

1
3

1
3 sin,cos e


 

; 








.

;

211203232

110313212

eezeeeezz

zeeeezeez




 








.

;

311303223

110313212

eezeeeezz

zeeeezeez




 

2e


 

   
    ;

313221

011203132110
2 eeeeee

eezeeeeeezee
z 






  

   
    .

313221

1101201120
3 eeeeee

zeeeeeezee
z 






  

   
    ;

323121

3131130110
2 eeeeee

eeeezeezee
z 






  

   
    .

323121

110321231130
3 eeeeee

zeeeeeeeezee
z 






  

 
  ;

313110

3210302031
1 Aeeeeee

eeeeBeeAeeBee
z




 



 

   
   

.
311021

20302101
1 BAeeAeeBee

eeBeeAeeeeBA
z




 



 

    313221 eeeeeeA


  

   323121 eeeeeeB


  

  :sin,cos 222 e


 

  
    

    
  Aeeeeee

eeBeeAeeeeBA

BAeeAeeBee

eeeeBeeAeeBee







313110

20302101

311021

3210302031









 

 1
1

1
1

1
1 sin,cos e


 

 1
3

1
3

1
3 sin,cos e


  и  2

1
2
1

2
1 sin,cos e


 

 3
3

2
3

2
3 sin,cos e


 






 0,10e


 

 221
2,  

.2
1

1
1  zz  

 

; 

 2
1

2
1

2
1 sin,cos e


 

 3
3

2
3

2
3 sin,cos e


 






 0,10e


 

 221
2,  

.2
1

1
1  zz  

 

 2
1

2
1

2
1 sin,cos e


 

 3
3

2
3

2
3 sin,cos e


 






 0,10e


 

 221
2,  

.2
1

1
1  zz  

 

. В соответствии с принятой на рис. 1  
системой координат xAy координаты единичного 
вектора 
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.  
Раскрыв скалярное произведение векторов  

и сгруппировав элементы уравнения (16), содер-
жащие общий множитель sin

2
 и cos

2
, находим 

искомый угол 
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 для заданных положений 
звеньев синтезируемого шарнирного четырехзвен-
ника АВСD. Результаты вычислений подставляем  
в любое из выражений (14) и (15) и вычисляем без-
размерный параметр z

1
. Вычислительную процеду-

ру повторяем до тех пор, пока не будет обеспечена 
требуемая точность аппроксимации, которая может 
быть оценена следующим образом:

 

Далее рассчитываются остальные неизвестные 
z

2
 и z

3
, и для принятого значения межопорного рас-

стояния l
0
 переходим из относительных единиц  

к абсолютным значениям длин звеньев проектиру-
емого плоского четырехзвенного кривошипно-ша-
тунного механизма.

численный эксперимент. Эффективность пред-
ложенной в работе методики кинематического 
синтеза продемонстрируем на следующем приме-
ре. Предположим, что требуется спроектировать 
плоский шарнирный четырехзвенный механизм, 
входное звено которого совершает полный обо-
рот за один цикл работы, длина неподвижного 
звена которого составляет в условных единицах 
измерения l

0
=50 согласно обозначениям, приня-

тым на рис. 1, а подвижные звенья АВ и CD по-
следовательно проходят два заданных значениями 
угловых координат положения (

1
, 

3
): (60 , 270 )  

и (120 , 280 ).
Аналитические зависимости для расчета угла 

поворота 
2
 шатуна ВС, соответствующего перво-

му заданному положению, составлены и посчитаны  
в среде MathCAD (рис. 2). 

Аналогично производится расчет для второго 
заданного положения (рис. 3). Далее итерационно 
уточняются значения, чтобы обеспечить требуемую 
точность.

Расчетная часть программы дополнена реше-
нием задачи кинематического анализа, результаты 
представлены в виде шатунных кривых для подвиж-
ных шарниров В, С и D, а также графического изо-
бражения звеньев кинематической схемы в одном 
из заданных положений (рис. 4).
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Рис. 2. аналитические зависимости для расчета угла поворота шатуна ВС, 
соответствующего 1-му заданному положению

Рис. 3. аналитические зависимости для расчета угла поворота шатуна ВС,
 соответствующего 2-му заданному положению

Рис. 4. аналитические зависимости для построения 
кинематической схемы механизма

Результаты расчетов, представленные на рис. 5, 
подтверждают, что синтезирован кривошипно-ша-
тунный четырехзвенный механизм, который обе-
спечивает позиционирование выходного коромысла 
CD в двух заданных положениях.

Заключение. В статье рассматривается плоский 
четырехзвенный шарнирный механизм, широ-

ко используемый как исполнительный механизм  
в различных приспособлениях и устройствах. За-
дача кинематического синтеза таких механизмов 
заключается в определении геометрических пара-
метров — длин кинематических звеньев, при задан-
ных ограничениях на рабочую зону и показателях 
качества передачи движения. Проведенный анализ 
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научной литературы показал, что для решения про-
блемы расчета параметров четырехзвенных меха-
низмов широко используются графические мето-
ды, в аппроксимационной постановке задача имеет 
множество возможных решений.

Предложенная методика оптимизационного син-
теза плоских четырехзвенных рычажных механиз-
мов использует известное  уравнение замкнутого 
векторного контура, на основе которого в соответ-
ствии с методологией среднеквадратичного прибли-
жения функций сформирован критерий оптималь-
ности. Исходя из условия существования минимума 
полученного критерия, сформирована система ли-
нейных уравнений относительно неизвестных гео-
метрических размеров. Установлено, что определи-
тель матрицы коэффициентов принимает нулевое 
значение при определенном сочетании угловых 
координат, описывающих положение подвижных 
звеньев механизма. Данное обстоятельство свиде-
тельствует о наличии линейной зависимости между 
неизвестными, что подтверждается законом Грасго-
фа. Таким образом, задача кинематического синте-
за многовариантна и решается итерационно до тех 
пор, пока не будет обеспечена заданная точность 
аппроксимации.

Численный пример синтеза, реализованный 
средствами MathCAD, показал эффективность про-
цедуры и хорошую сходимость. Выполненный ки-
нематический анализ плоского четырехзвенного 
кривошипно-шатунного механизма для рассчитан-
ных значений длин звеньев доказал его работо-
способность, т.е. существование в виде замкнутого 
контура на всем диапазоне изменения угла пово-
рота входного кривошипа, а также выполнение за-
данных в процессе синтеза требований к передаче 
движения.  
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четырехзвенного механизма


