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иссЛЕДОВаниЕ напряжённО-
ДЕфОрМирОВаннОгО сОстОяния
загОтОВКи зУбчатОгО КОЛЕса 
с приМЕнЕниЕМ МатЕМатичЕсКиХ
МОДЕЛЕй В заВисиМОсти 
От сиЛ зажиМа В трЕХ- 
и ШЕстиКУЛачКОВыХ 
саМОцЕнтрирУющиХ патрОнаХ
В статье рассмотрены результаты исследования 3D-модели зубчатого коле-
са методом конечных элементов (МКЭ) на напряженно-деформированное 
состояние (НДС). Модель находится в статическом равновесии под действи-
ем сил зажима кулачками самоцентрирующего патрона при различных схе-
мах базирования. Новизна заключается в исследовании влияния сил зажима 
на НДС зубчатого колеса при различных схемах базирования в трех- и ше-
стикулачковых патронах. Производится сравнение полученных изображений  
с помощью МКЭ с изображениями, полученными физическим экспериментом 
(фотомеханика). 

Ключевые слова: нежесткая заготовка зубчатого колеса, метод конеч-
ных элементов, математическое моделирование, математическая модель, 
3D-моделирование, трехмерная модель, APM FEM, Компас 3D, напряженно-
деформированное состояние (НДС).

Введение. Изготовление нежёстких зубчатых 
колёс или шестерней повышенной точности, под-
вергающихся закалке или цементации на этапах 
технологического процесса, связано с проблемой 
обеспечения точности формы базового отвер-
стия, эвольвентного профиля колеса и их относи-
тельного расположения друг относительно друга.  
При цементации или закалке заготовки колеса воз-
никает коробление поверхностей, смещаются оси 
делительного диаметра и центрального отверстия 
друг относительно друга, возникает погрешность 
эксцентриситета. Поэтому в технологический про-
цесс после термической обработки вводят финиш-
ные операции (шлифование базовых и рабочих по-
верхностей). 

Если не вводить эти операции, то в процессе 
эксплуатации такие детали в большей степени бу-
дут подвержены повышенному износу, в результа-
те чего будет сокращаться срок службы изделия. 

Оценка погрешности базирования и измерения ра-
диальных биений дана в работе [1]. 

Известно влияние усилия зажима заготовки  
на погрешность обработки [2]. Усилия зажима заго-
товок в приспособлениях вызывают упругие дефор-
мации, которые порождают погрешности ее формы 
(рис. 1).

При зажиме втулки в самоцентрирующем патро-
не возникает её упругая деформация, при этом в ме-
стах «А» контакта кулачков радиус заготовки умень-
шается, а в точках «В» увеличивается. Погрешность 
геометрической формы обрабатываемого отверстия 
втулки рассчитывается по формуле ∆=rА

–r
B
, где  

r
А
 — наибольший радиус, а r

B
 — наименьший ра- 

диус (рис. 1в). Погрешность геометрической фор-
мы отверстия при ее закреплении в кулачковых па-
тронах значительна. Геометрическая форма отвер-
стия зависит от числа зажимных кулачков патрона.  
По данным работы [3] при увеличении количества 
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зажимных кулачков патрона погрешность геоме-
трической формы втулки заметно уменьшается,  
т. е., если погрешность геометрической формы тон-
костенной втулки после обработки с закреплением 
в двухкулачковом патроне принять за 100 %, то при 
закреплении в трехкулачковом патроне она соста-
вит 21 %, в четырехкулачковом — 8 %, в шестику-
лачковом — 2 %.

В производстве для окончательной обработки 
центрального отверстия зубчатого колёса в основ-
ном применяют три схемы базирования:

1) по эвольвентному профилю через установоч-
ные ролики в трехкулачковом самоцентрирующем 
патроне [4–8]; 

2) по внешнему контуру зубчатого колеса на-
прямую в трехкулачковом самоцентрирующем па-
троне; 

3) по эвольвентному профилю через установоч-
ные ролики в шестикулачковом самоцентрирую-
щем патроне.

Первая и третья схемы базирования являются 
наиболее оптимальными, так как обеспечивается 
короткая размерная цепь между отверстием зубча-
того колеса и делительной окружностью. В случае 
применения второй схемы требуется дополнитель-
но повышать точность промежуточной базы (на-
ружный диаметр), что приводит к лишним матери-
альным затратам.

На рис. 2 представлена схема нагружения и воз-
никновения погрешности формы отверстия, где Qn

 

— сила зажима; F
тр.

 — сила трения; n
ш.кр.

 — часто-
та вращения шлифовального круга; n

заг.
 — частота 

вращения заготовки; P
Z
 — составляющая равнодей-

ствующей силы резания.
В рассмотренных трёх случаях отверстие зубча-

того колеса перед обработкой (шлифование) упру-
го деформируется из-за приложенных сил зажима, 
что приводит к изменению его начальной формы  
(рис. 2а). В процессе обработки в патроне в зажа-
том состоянии обеспечивается правильная и точная 
форма отверстия (рис. 2б). После снятия с зубчатого 
колеса сил зажима упругие деформации восстанав-
ливаются и достигнутая при обработке правильная 
и точная форма отверстия зеркально изменяется 
(рис. 2в) в соотношении с вариантом на момент на-
чала обработки. 

Рассмотрим информацию по данному вопросу 
из работы [9]. При чистовой обработке централь-
ного отверстия зубчатого колеса следует учитывать 
отклонение от круглости ∆=r

А
–r

В
, которое возни-

кает при закреплении в патроне (рис. 2), отклоне-
ние от круглости можно рассчитать по формуле:  

 

где K
n
 — коэффициент, значение которого зависит 

от количества зажимных кулачков n (табл. 1); ∑F —
сумма сил зажима; r — средний радиус тела колеса 
без учета зубьев; J — момент инерции; Е — модуль 
упругости материала зубчатого колеса.

Рассмотренная информация о деформациях 
тонкостенной втулки при закреплении в патронах 
может быть применима в данном исследовании  
для случая базирования по внешнему контуру зуб-
чатого колеса.

Объектом исследования является трёхмерная 
модель заготовки зубчатого колеса. Предметом ис-
следования является напряжённо-деформирован-
ное состояние трёхмерной модели заготовки зуб-
чатого колеса в момент её закрепления кулачками  
в патроне с имитацией различных схем базирова-
ния.

Обзор литературы. В работе [10] рассмотрены 
теоретические основы, практика, методы, инстру-
менты, материалы и оборудование фотомеханики. 
В работах [11–16], основанных на работе [10], рас-
смотрены исследования НДС на оптических моде-
лях зубчатых колёс от влияния сил зажима и коли-
чества кулачков патрона, произведены достаточно 
сложные трудоёмкие физические эксперименты. 

В качестве материала оптической модели зуб-
чатого колеса выбрали пластину толщиной 5 мм  
из оптически чувствительного прозрачного поли-
мера, выполненную на основе эпоксидной смолы 
ЭД6, отвержденной метилтетрагидрофталевым ан-
гидридом. Диск с отверстием d0

 = 32 мм и внеш-
ним радиусом Re = 30 мм, на котором нарезалось 
модульной червячной фрезой зубчатое колесо  
на зубофрезерном станке.

С целью проведения физических экспериментов 
методом фотомеханики была разработана и изго-
товлена конструкция универсального нагружаю-
щего устройства [12–16], на котором можно реа-
лизовать три схемы (по эвольвенте и по внешнему 
контуру) зажима модели зубчатого колеса в трех-  
и шестикулачковых патронах.

В работах [11–16] приведены результаты экс-
периментов о НДС контура отверстия модели зуб-

Рис. 1. Схема возникновения погрешности формы отверстия 
тонкостенной втулки: а) упругая деформация втулки 

при закреплении в трехкулачковом патроне; 
б) форма отверстия после шлифования; 

в) форма контура отверстия после раскрепления втулки

Рис. 2. Схема нагружения и возникновения погрешности 
формы отверстия заготовки зубчатого колеса:  

а) упругая деформация заготовки при закреплении  
в трехкулачковом патроне; б) форма отверстия  
после шлифования; в) форма контура отверстия  

после раскрепления заготовки
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чатого колеса при направленном зажиме в аналогах 
трех-, шестикулачкового и интегрального самоцен-
трирующего патрона. Установочные ролики рассчи-
тывают по стандартной методике [17].

Был сделан следующий вывод: чем больше то-
чек приложения составляющей силы зажима, тем 
меньше ее величина на каждый кулачок, поэтому 
отверстие оптической модели зубчатого колеса под-
вержено более равномерному НДС. Эксперименты 
по нагружению модели зубчатого колеса произво-
дились на поляризационно-проекционной установ-
ке ППУ-7 в лаборатории фотомеханики кафедры 
технологии машиностроения инженерного факуль-
тета РУДН. На цифровой фотоаппарат снимались 
изображения (фотограммы) в прямом потоке мо-
нохроматического света ртутной лампы и в белом 
свете. По цветным изображениям производили рас-
шифровку нулевых и изотропных зон напряженной 
оптической модели, а по изображениям, снятым  
в монохроматическом свете ртутной лампы, вы-
полняли подсчет полос и оценку напряженного со-
стояния оптической модели зубчатого колеса. Были 
приведены эпюры напряжений.

На контуре отверстия оптической модели вы-
являлось наличие на нем нулевых точек. Нулевые 
точки свидетельствуют о смене знака контурных 
напряжений. Участки тела зубчатого колеса, на ко-
торых отсутствуют изохромы и которые окрашены 
в черный цвет при съемке в потоке белого света, 
поляризованного по кругу, являются изотропными 
или нулевыми зонами (точками). 

На контуре отверстия нагруженной оптической 
модели нулевая точка свидетельствует об отсут-
ствии в ней каких-либо напряжений. Напряжения, 
которые расположены по разные стороны от нуле-
вых точек, информируют о том, что в этих соседних 
участках напряженного контура происходит смена 
знака нормальных главных напряжений, которые 
направлены по касательной к контуру в точке ка-
сания. 

В работе [12] сделан вывод о том, что вариант 
базирования по эвольвентному профилю является 
наиболее предпочтительным из-за минимальных на-
пряжений, возникающих на контуре отверстия и, 
следовательно, минимальных упругих деформаций 
кольцевого контура отверстия от сил зажима до на-
чала его обработки.

В работе [13] определено, что перераспределе-
ние силы зажима на большее число точек её при-
ложения уменьшает как величину хода упругих 
напряжений, а следовательно, и деформаций, так  
и создает равномерное НДС одного знака на кон-
туре отверстия, что, в свою очередь, минимизирует 
его влияние на искажение формы после снятия сил 
зажима.

Следует отметить, что такой физический экс-
перимент достаточно дорогостоящий и трудоёмкий 
как с точки зрения материальных ресурсов для обе-
спечения эксперимента, так и с точки зрения вре-
менных затрат, особенно при расшифровке картин 

(изображений) напряжений. Ещё одним недостат-
ком является то, что в данном эксперименте тяжело 
учесть остаточные напряжения, которые возника-
ют в процессе изготовления оптических моделей, 
а также остаточные напряжения, которые накапли-
ваются при проведении повторных эксперимен-
тов. Таким образом, это может искажать резуль-
таты картин (изображений) напряжений, поэтому 
предлагается произвести исследование с помощью 
МКЭ, которое не имеет вышеописанных затрат  
и недостатков в условиях применения высокопро-
изводительных ЭВМ. 

Постановка задачи. Для установления влияния 
на напряжённо-деформированное состояние зуб-
чатого колеса в зависимости от сил зажима ку-
лачками самоцентрирующего патрона необходимо 
выполнить исследование с помощью метода конеч-
ных элементов. Для исследования моделируется на-
пряжённо-деформированное состояние нежесткого 
зубчатого колеса от действия сил зажима в трех-  
и шестикулачковом патроне. Сила зажима для каж-
дого варианта рассчитывается из условия постоян-
ства момента сил трения, обеспечивающих надеж-
ное удержание заготовок в патроне от сил резания. 

Теория. Геометрические параметры зубчатого 
колеса: модуль зуба m=3 мм; угол профиля α=20°; 
радиус делительной окружности r=27 мм; радиус 
вершин зубьев колеса Re=30 мм; радиус основ-
ной окружности r0

=25,37 мм; радиус окружности 
точки касания ролика с зубьями R28,6 мм; число 
зубьев Z=18; расчетный диаметр установочного ро-
лика d=8 мм; точка контакта ролика и кулачка X

0
= 

=34,76 мм; угол соответствующий половине шага 
зубьев φ=10°; толщина зуба по делительной окруж-
ности S=4,71 мм. Для базирования по эвольвентно-
му профилю зубьев колеса диаметр установочного 
ролика d приспособления рассчитан по стандарт-
ной методике [17]. Рассчитан радиус R контакта ро-
лика с зубом и кулачка X

0
 с роликом для установ-

ки зубчатого колеса в самоцентрирующем патроне 
(рис. 3).

Результаты экспериментов и обсуждение ре-
зультатов. Моделирование напряженно-деформиро-
ванного состояния зубчатого колеса при базирова-
нии по эвольвенте в трехкулачковом патроне.

Для расчета была разработана трёхмерная мо-
дель зубчатого колеса с числом зубьев z = 18, мо-
дулем зуба m = 3 мм, центральным отверстием  
d = 32 мм (рис. 4). Толщина модели зубчатого коле-
са равна 5 мм, материал сталь 20Х2Н4А ГОСТ 4543-
2016.

Исследования НДС трёхмерной модели зубчато-
го колеса производились на ЭВМ в программном 
продукте «Компас-3D V16.1 APM FEM: Прочност-
ной анализ».

Закрепления в данном случае устанавливаются 
по торцевой поверхности и по эвольвенте зубьев 
колеса.

В результате расчётов было получено изобра-
жение напряжений трёхмерной модели зубчатого 

Таблица 1 

Зависимость коэффициента кn от количества кулачков

n 3 4 5 6 7 8

K
n

0,009 0,0025 0,001 0,0005 0,0002 0,0001
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колеса (рис. 5). Визуально, по цвету, определяется 
величина напряжений: красным цветом — макси-
мальное значение, синим — минимальное, нулевые 
или изотропные зоны также окрашены в синий 
цвет. Аналогично оптическим моделям [10–16],  
на свободном контуре отверстия нагруженной мо-
дели нулевая точка указывает на отсутствие в ней 
напряжений; те напряжения, которые располагают-
ся по разные стороны от нулевых точек, указывают 
на то, что на таких напряженных участках проис-
ходит смена знака нормальных главных напряже-
ний, которые направлены по касательной к контуру 
в точке касания.  Для наглядности было построено 
изображение нагруженного зубчатого колеса с ото-

бражением изолиний (рис. 6). Полученная картина 
изолиний отображает максимальные касательные 
напряжения.

Моделирование напряженно-деформированного 
состояния зубчатого колеса при базировании по на-
ружному диаметру в трехкулачковом патроне.

Производится аналогично методу, описанному 
выше, за исключением того, что закрепления уста-
навливаются по внешнему диаметру зубьев колеса. 
Была получена картина напряжений трёхмерной 
модели зубчатого колеса (рис. 7).

Для наглядности было построено изображение 
нагруженного зубчатого колеса с отображением 
изолиний (рис. 8). 

Рис. 3. Схема для расчета диаметра установочных роликов технологической оснастки

Рис. 4. Трёхмерная модель
 зубчатого колеса

Рис. 5. изображение нагруженного зубчатого колеса 
силами зажима по эвольвенте в случае применения 

трехкулачкового самоцентрирующего патрона: 
а) без отображения перемещений; 
б) с отображением перемещений

Рис. 6. изображение 
с отображением изолиний

Рис. 7. изображение нагруженного зубчатого колеса 
силами зажима по наружному диаметру 

в случае применения трехкулачкового самоцентрирующего 
патрона: а) без отображения перемещений; 

б) с отображением перемещений
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Моделирование напряженно-деформированно-
го состояния зубчатого колеса при базировании  
по эвольвенте в шестикулачковом патроне.

Производится аналогично методу, описанному  
в первой схеме базирования. Закрепления в данном 
случае устанавливаются по торцевой поверхности  
и по эвольвенте зубьев колеса. В результате рас-
чётов была получена картина напряжений трёхмер-
ной модели зубчатого колеса (рис. 9).

Для наглядности было построено изображение 
нагруженного зубчатого колеса с отображением 
изолиний (рис. 10). 

Заключение. В варианте базирования по эволь-
венте зуба в трехкулачковом патроне (рис. 5) имеет 
место значительное отличие в характере НДС кон-
тура отверстия от сил зажима. Анализируя коли-
чество изолиний (рис. 6 и рис. 8), лежащих вблизи 
контура отверстия колеса, был сделан вывод о том, 
что растягивающих и сжимающих напряжений при 
базировании по эвольвентному профилю зуба бу-
дет намного меньше, чем при базировании по внеш-

нему контуру зуба. Характер перемещений точек 
контура отверстия колеса будет аналогичным его 
напряженному состоянию. Это даёт право утверж-
дать, что вариант базирования по эвольвентному 
профилю наиболее предпочтителен в связи с мини-
мальными напряжениями, возникающими на кон-
туре отверстия и, следовательно, упругими переме-
щениями точек контура отверстия от сил зажима 
до начала его обработки (шлифование), которые 
изменяют исходную форму, в доказательство при-
ведены изображения напряжений с отображением 
перемещений (рис. 5б и рис. 7б).

В случае базирования по эвольвенте в шестику-
лачковом патроне и варианту базирования по эволь-
венте в трехкулачковом патроне характер НДС 
контура отверстия для первой схемы базирования 
качественно отличается (рис. 9). Присутствуют как 
напряжения сжатия, так и напряжения растяже-
ния, причём они равны друг другу. На окружно-
сти в каждом радиальном сечении напряженного 
тела колеса наблюдается изотропная зона, которая  
то приближается к зубчатому контуру в местах 
приложения силы зажима, то отдаляется от него, 
выходя на контур отверстия на участках под нена-
груженными зубьями, в этих местах проявляются 
нулевые точки с короткими участками растягиваю-
щих напряжений с незначительными значениями.

Таким образом, при базировании в шестикулач-
ковом патроне по эвольвенте зуба контур отверстия 
зубчатого колеса незначительно изменяет как свою 
форму, так и свой диаметральный размер (рис. 9б). 
Чем больше суммарный ход упругих напряжений  
с противоположным знаком, тем больше будут ис-
кажения формы отверстия, т.к. их влияние разно-
направлено [11–16].

Анализ результатов свидетельствует о том, что 
перераспределение силы зажима на большее число 
точек ее приложения уменьшает как величину хода 
упругих напряжений, следовательно, и перемеще-
ний, так и создает равномерное НДС одного знака 
на контуре отверстия, что минимизирует его влия-
ние на изменение формы после снятия сил зажима 
[11–16]. Полученные результаты соответствуют ре-
альной конструкции с учетом коэффициентов гео-
метрического и силового подобия.

Изображения, полученные математическим мо-
делированием, схожи с изображениями, которые 
были получены физическим экспериментом сред-
ствами фотомеханики [11–16]. 

МКЭ позволяет исследовать конструкции почти 
неограниченной степени сложности, в то время как 
это объективно невозможно с использованием ана-
литических методов [18]. 

В дальнейшем планируется исследовать чис-
ленные значения перемещений точек контура от-
верстия, полученные физическим экспериментом  
с численными значениями перемещений, получен-
ными математическим моделированием.
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