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Влияние аТомоВ ВТорой 
КоорДинационной Сферы
на фононнУю 
ДиСперСию алмаза
В рамках феноменологической модели двухчастичного взаимодействия рас-
смотрено влияние на дисперсию фононов энергии взаимодействия атомов  
из второй координационной сферы. Данный подход позволяет варьировать 
рост частоты фонона относительно оптического фонона в центре зоны брил-
люэна. Обсуждаются эффекты вклада в спектры комбинационного рассея-
ния света от продольных оптических фононов с частотами большими, чем 
их частота в центре зоны бриллюэна. Получен в явном виде вклад в частоту 
взаимодействия атомов из второй координационной сферы для некоторых 
фононов. Полученные формулы будут полезны для расчета спектров ком-
бинационного рассеяния света на оптических фононах, локализованных в на-
нокристаллах алмаза. 

Ключевые слова: фонон, алмаз, нанокристалл, модель Китинга.

Введение. Практический интерес в использова-
нии полупроводниковых нанокристаллов вызывает 
их свойство проявлять квантоворазмерные эффек-
ты, вплоть до комнатной температуры [1]. Нано-
кристаллы являются квантовыми точками, так как 
локализация электронных волновых функций в на-
нокристаллах приводит к дискретным электронным 
спектрам [2]. Динамика решетки нанокристаллов 
принципиально отличается от динамики объемного 
материала и зависит от их состава, формы, размера, 
механических напряжений. В нанокристаллах про-
исходит сдвиг пика комбинационного рассеяния 
света (КРС) и его уширение частоты вследствие 
увеличения неопределенности по импульсу [3]. 
Предложенная модель продолжает совершенство-
ваться в настоящее время [4, 5]. 

Нанокристаллы алмаза вызывают интерес из-за 
использования нанопорошков ультрадисперсных 
алмазов. Вследствие достижений технологии роста, 
плёнки нанокристаллических алмазов находят всё 
более широкое применение, особенно в качестве 
прозрачных электродов [6]. В легированных на-
нокристаллах алмаза в спектрах КРС наблюдает-
ся эффект локализации фононов [7]. Поэтому для 
определения размеров нанокристаллов из анализа 
кривых КРС критически важна точность модели 
локализации фононов. Одной из главных задач для 
решения этого вопроса является учёт дисперсии 
оптических фононов, особенно эффект увеличения 
энергии продольных оптических фононов вдоль на-
правления (001) с увеличением длины волнового 
вектора [8] на кривые КРС нанокристаллов алмаза. 
Настоящая работа посвящена исследованию дан-
ных вопросов. 

Расчеты. Выбор модели и аппроксимация дис-
персии фононов в алмазе. Расчёт дисперсии фо-
нонов в алмазе проводился на основе хорошо 
апробированной модели Китинга [9]. При учете 
взаимодействия только ближайших соседей в мо-
дели используется два подгоночных параметра kl

  

и kφ. Для кристаллической решетки типа алмаз 
упругая энергия равна: 

 ,        (1)

где a — постоянная решётки, r
i
 — координаты ато-

мов первой координационной сферы.
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Рис. 1. Экспериментальные дисперсии фононов, 
полученные из неупругого рассеяния медленных нейтронов: 
вдоль направлений Δ и Z [11], вдоль направлений Σ и Λ [12] 

показаны кружками. Экспериментальные дисперсии 
фононов, полученные из неупругого рассеяния 

рентгеновских фотонов [14] показаны крестиками. 
Рассчитанные дисперсии фононов показаны: сплошная 

линия — модель Китинга с учетом второй координационной 
сферы; точечная линия — модель Китинга с учетом только 

ближайших соседей
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Параметры модели были найдены путем ап-
проксимации расчетной дисперсии к эксперимен-
тальным данным: неупругого рассеяния медленных 
нейтронов [10–13] и неупругого рассеяния рентге-
новских фотонов [8]. 

Результаты и обсуждение. На рис. 1 показаны 
рассчитанная дисперсия фононов и эксперимен-
тальные данные для алмаза вдоль высокосимме-
тричных направлений зоны Бриллюэна. Сплошная 
линия на рис. 1 — это дисперсия фононов, рассчи-
танная с использованием модели Китинга с учетом 
взаимодействия с атомами из второй координаци-
онной сферы. В такой модели используется три 
подгоночных параметра. Параметр жёсткости для 
трехчастичного потенциала Китинга [9], параметр 
жёсткости продольной связи с ближайшими сосе-
дями и параметр жёсткости для продольной связи  
с атомами из второй координационной сферы. Па-
раметры модели были найдены методом наимень-
ших квадратов, аппроксимацией рассчитанной 
дисперсии в высокосимметричных направлениях  
к экспериментальным данным рассеяния медлен-
ных нейтронов [10, 11]. 

Точечной линией показаны результаты расче-
тов дисперсии в модели Китинга с учётом взаимо-
действия только с атомами из первой координаци-
онной сферы. Как видно из рис. 1, максимальная 
частота дисперсии находится в точке Г для длин-
новолновых оптических фононов. Однако из экс-
периментальных данных следует, что максимальная 
частота дисперсии в алмазе соответствует продоль-
ному оптическому фонону с волновым вектором, 
значительно удаленным от центра зоны Бриллюэна 
вдоль направления (001) — Δ. Предположение, что 
с увеличением длины волнового вектора частота LO 
фононов в алмазе увеличивается, было сделано око-
ло сорока лет назад, так как частота двухфононного 
пика в алмазе больше удвоенной частоты длинно-
волнового оптического фонона. Эксперименталь-
ные данные неупругого рассеяния медленных 
нейтронов [13] и КРС с использованием рентгенов-
ского излучения [8] это предположение подтверди-
ли. Этот эффект может оказаться определяющим 
при формировании пика КРС в нанокристаллах ал-
маза, так как может возникнуть ситуация, при ко-
торой частота пика КРС для нанокристаллов алма-
за может превышать частоту оптических фононов 
объемного алмаза в центре зоны Бриллюэна. Для 
расчета формы кривой КРС нанокристаллов алмаза 
необходимо провести интегрирование по всей зоне 
Бриллюэна. Однако процедура интегрирования  
по объёму — процедура очень ресурсоемкая. Значе-
ния подынтегральной функции вычисляются путем 
диагонализации матрицы размерностью 66, зави-
сящей от трех параметров. Вследствие чего прове-
сти полноценное исследование методом численного 
моделирования, влияния эффекта роста фононной 
частоты с ростом длины волнового вектора вдоль 
направления Δ для нанокристалов широкого спек-
тра диаметров является весьма нетривиальной зада-
чей. При расчете РСМ интегрирование вдоль трех 
высокосимметричных направлений зоны Бриллю- 
эна (Δ, Σ, и Λ) с хорошей точностью соответствует 
интегрированию по всему объему зоны Бриллю- 
эна. Также отметим, что при взаимодействии только 
ближайших соседей для кристаллической решетки 
типа алмаз максимальная частота фононов всегда 
будет в центре зоны Бриллюэна (в точке Г), неза-
висимо от соотношения подгоночных параметров. 
Следовательно, эффект роста фононной частоты  

с ростом длины волнового вектора является след-
ствием взаимодействия с атомами из второй коор-
динационной сферы. Сила взаимодействия с атома-
ми второй координационной сферы уменьшается 
значительно быстрее с увеличением расстояния, 
чем взаимодействие с атомами первой координаци-
онной сферы из-за эффекта экранирования. Поэто-
му эффект роста фононной частоты с ростом длины 
волнового вектора проявляется в алмазе, постоян-
ная решетки которого значительно меньше, чем  
у кремния и германия. Формула для фононной дис-
персии для решетки алмаза для ближайших соседей 
в рамках модели Китинга для высокосимметричных 
направлений зоны Бриллюэна Δ, Σ, и Λ приведена 
в явном виде в работе [4]. Вычислим добавочные 
члены для учета взаимодействия с атомами второй 
координационной сферы. Для кристаллической 
решетки типа алмаз аддитивная добавка упругой 
энергии взаимодействия с атомами второй коорди-
национной сферы равна: 

 ,              (2)

где k2
 — подгоночный параметр, a — постоянная 

решётки, R
i
 — координаты атомов второй коорди-

национной сферы. Пусть вклад в динамическую 
матрицу энергии взаимодействия ближайших со-
седей — D

1
, а вклад в энергии взаимодействия с 

атомами из второй координационной сферы — D
2
. 

Тогда совокупная динамическая матрица D=D
1
+D

2
. 

Динамическая матрица D
2
, построенная на основе 

формулы (2) в зависимости от волнового вектора 
q=(x,y,z), равна

 ,              (3)

где
 
 
 

Как видно из формулы (3), динамическая матри-
ца D

2
 — квазидиагональная и диагональные блоки 

тождественны друг другу. Если её преобразовать  
с помощью проекторов, согласно [14], то получим 
аддитивный член для зависимости квадрата частоты 
продольного фонона в зависимости от длины волно-
вого вектора x для направления Δ

 

.            (4)

Как видно из формулы (3), в центре зоны Брил-
люэна взаимодействие с атомами второй координа-
ционной сферы не влияет на частоту продольных 
фононов. Однако с ростом длины волнового векто-
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ра квадрат частоты продольного фонона увеличи-
вается по закону косинуса и достигает максимума  
на краю зоны Бриллюэна. Как отмечалось выше, 
аддитивный вклад в квадрат частоты от взаимодей-
ствия между ближайшими атомами уменьшается с 
ростом длины волнового вектора. Поэтому частота 
продольного фонона с учетом обоих взаимодей-
ствий вначале растет, а потом падает. Так как ад-
дитивный член, ответственный за увеличение ча-
стоты, имеет простой вид, то формула (4) может 
значительно упростить расчет РСМ. Заметим, что 
таким методом можно получить аддитивный член 
для квадрата частоты поперечного фонона для на-
правления Σ

 .  (5)

Для остальных фонов частота меняется более 
сложным образом. Для направлений Δ, Σ, и Λ, для 
фононов, за исключением вышеприведенных фоно-
нов, результирующая частота фононов получается 
путем решения квадратного уравнения. А так как 
выражения для частот фононов для взаимодействия 
ближайших соседей громоздки, то приводить здесь 
не будем.

Выводы. Рост частоты продольного оптическо-
го фонона, распространяющегося вдоль направле-
ния (001) в алмазе, с увеличением длины волнового 
вектора относительно частоты оптического фонона  
в центре зоны Бриллюэна является следствием вза-
имодействия атомов из второй координационной 
сферы.

Уникальность эффекта роста частоты оптиче-
ского фонона относительно частоты оптического 
фонона в центре зоны Бриллюэна связана с малой 
величиной постоянной решетки алмаза.

Получены в явном виде аддитивные члены для 
квадрата частоты продольного фонона, распростра-
няющегося вдоль направления (001), и поперечного 
фонона, распространяющегося вдоль направления 
(110), в результате учета взаимодействия атомов  
из второй координационной сферы.
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