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В статье рассматривается плоский многозвенный рычажный механизм  
4-го класса, выходное коромысло которого реализует приближенную оста-
новку заданной продолжительности в одном крайнем положении. Механизм 
содержит три диады, проходящие свои предельные положения в процессе 
движения. Таким образом, для рассматриваемого механизма актуальна про-
блема анализа особых положений, чтобы исключить вероятность его закли-
нивания или появления неуправляемой подвижности. Математическая модель, 
построенная на основе теории винтов, представляет собой уравнения равно-
весия для замкнутых векторных контуров, выделенных в структурной схеме 
исследуемого механизма. В результате на основе данных геометрического 
анализа показано, что в процессе движения звенья восемь раз находятся  
в особых положениях, при этом наблюдается мгновенная остановка со сме-
ной направления угловых скоростей относительного движения звеньев. 

Ключевые слова: плоский многозвенный рычажный механизм, сингулярные 
положения, винтовое исчисление, геометрический анализ, приближенный вы-
стой, замкнутый контур.

Введение. Многозвенные плоские рычажные 
механизмы реализуют сложные программные дви-
жения одной, двух (и более) рабочих точек от одно-
го привода, расположенного на стойке, что позво-
ляет строить на их базе манипуляторы со многими 
рабочими органами и с простой системой управ-
ления. Благодаря отсутствию кинематических пар 
высокого класса, механизмы обладают высокой на-
дежностью и обеспечивают достаточную жесткость 
конструкции, а наличие изменяемых замкнутых 
контуров, составленных из подвижных звеньев, 
дает возможность реализации сложных законов 
движения. Известно множество конструкций та-
ких шарнирно-рычажных механизмов, например, 
механизм передачи вращения на параллельный 
вал, переступающий механизм Чебышева, меха-
низм гребного колеса, механизм нитераскладчика 
мотальной машины, механизм транспортирования 
ткани швейных машин, механизм привода стана 
холодной прокатки труб, пресса двойного действия  
и т.д. [1–3]. 

Вопросы кинематического анализа плоских ры-
чажных механизмов высоких классов описаны в ра-
ботах У. А. Джолдасбекова [3, 4], В. Г. Хомченко [5], 
Э. Е. Пейсаха [6] и др. Для составления математиче-
ской модели кинематического анализа многозвен-
ных рычажных механизмов используется метод 
условных обобщенных координат либо метод неза-
висимых замкнутых векторных контуров. Модель 
представляет собой систему тригонометрических 
уравнений, содержащую все неизвестные параме-
тры, определяющие положения звеньев. Установить 
существование и число действительных решений 
такой системы уравнений, найти начальное при-

ближение неизвестных координат для дальнейшего 
уточнения возможно только численно. 

В любом не особом (регулярном) положении 
система уравнений геометрического анализа ме-
ханизма имеет единственное решение, а в особых 
положениях эта система вырождается, что указы-
вает на неоднозначность зависимости между вход-
ной и выходной координатами. В особых положе-
ниях потенциально возможно как увеличение, так  
и уменьшение числа степеней свободы механи-
ческой системы. «Под особыми положениями ме-
ханизма понимается расположение звеньев ме-
ханизма, при котором происходит изменение его 
структуры (переменность структуры), заключающе-
еся либо в появлении неуправляемой подвижности 
(нарушается определенность движения), либо в ис-
чезновении степеней свободы (возникают «мерт-
вые точки») [7].

Следует отметить, что в большинстве случаев 
особые положения являются вредными, как, на-
пример, в четырехзвенных механизмах, поскольку 
приводят к неопределенности движения ведомых 
звеньев, теряется управляемость и резко снижа-
ется жесткость привода [8]. Однако существуют 
примеры эффективного использования особых по-
ложений в технологических машинах, например,  
в ударных механизмах [9].

Анализ особых (сингулярных) положений под-
робно описан в научной литературе для шарнир-
ных четырехзвенных механизмов [9–11] и для 
механизмов параллельной структуры [11–13]. Для 
анализа близости плоских рычажных механизмов  
к особым положениям (сингулярностям) в работе  
В. И. Пожбелко [8] известные критерии разделены 
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на структурные, метрические и математические. 
Последний устанавливает аналитическую взаимо- 
связь между размером области особых положений 
и длинами звеньев. В статье показано, что предло-
женный математический критерий является более 
полным, по сравнению с нулевым значением яко-
биана. Для пространственных механизмов парал-
лельной структуры В. А. Глазуновым предложены 
различные критерии анализа зоны сингулярности, 
например, углы давления, предельные значения 
скоростей, либо усилия в приводах [13, 14].

анализ особых положений плоского многозвен-
ного рычажного механизма. В статье рассматрива-
ется плоский многозвенный рычажный механизм  
IV класса [5, 15], кинематическая схема которого 
показана на рис. 1; значение кинематических пара-
метров в табл. 1 получены в результате решения за-

Рис. 1. Схема механизма IV класса 
с выстоем выходного звена

Таблица 1 

линейные кинематические параметры механизма — длины кинематических звеньев в условных единицах измерения

АВ ВЕ EG GF FK EF KC LC KL HG HL GL CD

2,000 7,500 2,000 3,000 4,500 1,087 2,000 4,971 5,378 2,000 2,174 3,142 2,469

в)

Рис. 2. Диаграммы изменения в процессе движения расстояния между центрами шарниров: 
а) а и В диады ABE; б) G и к диады GFK; в) н и С диады HLC 

                                              а)                                                                                     б)



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 5 (173) 2020
М

А
ш

И
Н

О
С

ТрО
ЕН

И
Е  И

  М
А

ш
И

Н
О

ВЕд
ЕН

И
Е

19

дачи кинематического синтеза для следующих зна-
чений координат центров неподвижных шарниров 
А (0; 0), Н (8,226; 2,379) и D (10,670; –3,870). При 
непрерывном движении входного кривошипа АВ 
выходное коромысло CD реализует приближенный 
выстой (остановку) заданной продолжительности  
в крайнем положении. 

В исследуемом механизме выстой выходного 
звена CD обеспечивается за счет предельных по-
ложений звеньев, в частности, исходная диада АBE 
формирует длительность интервалов движения  
и выстоя по заданной циклограмме, а присоединя-
емые диады GFK и HLC обеспечивают остановку 
конечной продолжительности в одном из крайних 
положений выходного звена и требуемое качество 
(точность). 

Проблема анализа особых положений актуаль-
на для рассматриваемого многозвенного рычажно-
го механизма, поскольку за один цикл движения 
входного кривошипа АВ диады ABE, GFK и HLC 
несколько раз проходят через предельные положе-
ния, когда координаты центров шарниров В, F и L 
принадлежат прямым АЕ, GK и HL, проходящим че-
рез соответствующие центры одноименных шарни-
ров. На рис. 2 представлены диаграммы изменения 
расстояний между центрами шарнирами А и Е, G  
и К, Н и L, полученные в результате решения зада-
чи кинематического анализа, в зависимости от зна-
чения угла поворота входного кривошипа АВ. Диа-
да ABE проходит предельное положение один раз, 
диада GFK — дважды, а диада HLC — четыре раза, 
причем каждое из этих событий наступает в разное 
время. Таким образом, общее число особых поло-
жений исследуемого механизма можно определить 
как произведение перечисленных выше событий, 
составит восемь раз за один оборот входного кри-
вошипа. Проводить анализ исследуемого механизма  
по отдельным диадам или структурным группам 
недопустимо, поскольку геометрические и кине-
матические связи между подвижными звеньями  
в процессе движения служат источником дополни-
тельных сил инерции, которые способствуют сохра-
нению постоянной конфигурации (сборки). Предла-
гается использовать винтовое исчисление, которое 
является развитием векторного исчисления, но опе-
рирует объектами более высокой, чем вектор, раз-
мерности. Данное обстоятельство позволяет ком-
пактно записывать уравнения, соответствующие 
многоконтурным структурам, а при анализе сингу-
лярностей указанное исчисление дает возможность 

решить проблему на качественном уровне, т.е. 
путем анализа матрицы плюккеровых координат  
[13, 14].

В рассматриваемом многозвенном рычажном 
механизме (рис. 1) выделим три замкнутых конту-
ра: ABEGH, LKFG и HLCD. Плюккеровы коорди-
наты угловых скоростей относительного движения 
звеньев запишем следующим образом: (0;0;1;x0;y0;z0), 
где первые три значения определяют координаты 
вектора в декартовой системе, а три следующих 
элемента — это координаты вектора линейной ско-
рости, которые рассчитываются из векторного про-
изведения:

                                                   ,

т.е. (x0;y0;z0)=(y;–x;0).                 (1)

Использование результатов геометрического 
анализа [15] позволило сформировать плюккеровы 
координаты векторов угловой скорости всех зве-
ньев, которые представлены в табл. 2.

Для выделенных замкнутых контуров запишем 
уравнения замыкания в проекции на оси декарто-
вой системы координат, связанной с неподвижным 
основанием в центре шарнира А входного криво-
шипа АВ.

     (2)

Пусть угловая скорость вращения входного кри-
вошипа АВ равна 1 рад/с. 

В соответствии с полученными значениями 
плюккеровых координат угловых скоростей относи-
тельного движения звеньев из табл. 2, сформируем 
определитель коэффициентов системы (2) при не-
известных 
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Таблица 2 

Плюккеровы координаты угловых скоростей относительного движения звеньев механизма
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Нулевое значение определителя (3) соответству-
ет особому положению звеньев исследуемого ры-
чажного механизма, когда одно или одновременно 
несколько подвижных звеньев не могут продолжить 
движение. Анализ значения определителя (3) вы-

полнен на всем интервале изменения угла поворота 
входного кривошипа АВ, и полученная диаграмма 
показана на рис. 3. 

График изменения определителя матрицы коэф-
фициентов (рис. 3) имеет три экстремума, соответ-
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Рис. 3. Диаграмма изменения определителя (3) 
матрицы коэффициентов системы уравнений

                                         в)                                                                                        г)

Рис. 4. Диаграммы изменения угловой скорости относительного движения: 
а) звена Ве диады аВе; б) звена FG диады GFK; в) и г) звена LС диады HLC

                                         а)                                                                                       б)
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ствующие наиболее удаленным от особых положе-
ниям звеньев, когда передача движения от ведущего 
кривошипа осуществляется с минимальными значе-
ниями углов давления. Диаграмма дважды прини-
мает нулевое значение, но разрыва функции при 
этом не наблюдается, что свидетельствует о том, что 
механизм преодолевает особое положение за счет 
накопленной энергии в процессе движения, однако 
при этом возможны кратковременные увеличения 
усилий в подвижных сочленениях и динамические 
удары, приводящие к быстрому износу взаимодей-
ствующих поверхностей. Оценим изменение угло-
вой скорости относительного движения звеньев ВЕ, 
FG и LC диад АВЕ, GFK и HLC, проходящих че-
рез свои предельные положения и формирующие 
приближенный выстой выходного коромысла CD.  
На рис. 4 представлены результаты моделирования.

При решении задачи кинематического синте-
за исследуемого механизма заданная циклограмма 
описывалась следующими значениями: угол пово-
рота на первом интервале движения φ

1
=120°; ин-

тервал, на котором обеспечивается приближенный 
выстой выходного звена, φ

B
=130°. Согласно полу-

ченным диаграммам, именно при данных значени-
ях угла поворота входного кривошипа наблюдается 
мгновенное изменение угловой скорости относи-
тельного движения звеньев ВЕ, FG и LC. Крайние 
положения диад АВЕ, GFK и HLC наступают прак-
тически одновременно. Отдельно выделена диа-
грамма угловой скорости относительного движения 
звена LС (рис. 4в, г), которая на интервале выстоя 
(120°, 250°) периодически изменяется с амплитудой 
0,15 рад/с. Таким образом, в процессе разработки 
конструкции данного рычажного механизма для 
снижения вибраций в процессе движения следует 
выбирать высокий класс точности наиболее ответ-
ственных шарниров, в частности L.

Заключение. Анализ особых положений ры-
чажных механизмов, как последовательной, так  
и параллельной структуры, являются неотъемлемой 
частью процесса проектирования исполнительных 
механизмов, поскольку позволяет исключить за-
клинивание привода, появление неуправляемой 
подвижности и, в конечном итоге, повысить надеж-
ность машины.

В статье задача анализа особых положений рас-
смотрена на примере синтезированного в работе 
[15] плоского многозвенного рычажного механиз-
ма четвертого класса, выходное звено CD кото-
рого реализует приближенный выстой в крайнем 
положении при непрерывном движении входного 
кривошипа AB за счет прохождения диад ABE, GFK  
и HLC через особые (предельные) положения.

Предложенная методика анализа особых по-
ложений может быть адаптирована для любых 
плоских многозвенных рычажных механизмов. 
Проведенный анализ подтвердил, что в процессе 
движения внутренние шарниры диад АВЕ, GFK  
и HLC совершают мгновенные остановки, при 
этом структура механизма вырождается, т.е. изме-
няемый замкнутый контур GLKF приобретает во-
гнутую форму. Однако это явление не приводит 
к появлению вышеописанных негативных послед-
ствий (заклинивание, неуправляемая подвижность), 
поскольку за счет внутренней подвижности меха-
низм продолжает движение. Перечисленные об-
стоятельства позволяют утверждать, что рычажный 
механизм может быть использован в нагруженных 
машинах, где применение кулачковых механизмов 
ограничено их быстрым износом.
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