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ДИсКреТИзацИя сИГналоВ 
с поМощью 
КонечноГо набора аперТУр
В статье рассмотрен вопрос дискретизации непрерывных сигналов с помо-
щью конечного набора апертур. С помощью аппарата обобщенных функций 
получен аналитический вид спектра функции для дискретизации с помощью 
решетки Дирака для бесконечного и ограниченного сигнала и с помощью 
ограниченного набора апертур. Показано, что спектр сигнала является произ-
ведением спектра сигнала при идеальной дискретизации на некоторый извест-
ный множитель, влияние которого можно устранить. Вид этого множителя 
можно получить, если известен вид апертуры. Полученное аналитическое вы-
ражение отличается от известных в литературе.
Аналитическое выражение спектра функции при дискретизации может быть 
использовано для восстановления исходного изображения с помощью раз-
личных наборов апертур. Для этого необходимо разделить Фурье-спектр 
дискретизированного изображения на множитель, зависящий от выбранной 
апертуры. Получив от него обратное Фурье-преобразование, можно полу-
чить исходное.

Ключевые слова: идеальная дискретизация, решетка Дирака, дискретизация 
в реальных системах, обобщенные функции, преобразование Фурье, спектр.

Введение. Непрерывный аналоговый сигнал 
можно представить дискретной последовательно-
стью его значений (отсчетов). Эти отсчеты берут-
ся в точках, отделенных друг от друга некоторым 
интервалом Δx, который называется интервалом 
дискретизации. Теорема Уиттекерра–Котельни-

кова–Шеннона (Whittaker–Kotelnikov–Shannon) 
определяет условия, при которых спектр одиночно-
го сигнала можно выделить без искажений и затем 
по ним восстановить исходный сигнал [1–4]. Од-
нако интерполяция с помощью ряда подразумевает 
бесконечное число отсчетов. 
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Дискретизацию сигналов удобно описывать  
с помощью обобщенных функций. В конце XIX ве- 
ка Хэвисайд ввёл систему символических правил 
для анализа процессов в электрических целях. Ему 
пришлось ввести так называемую функцию вклю-
чения — функцию Хевисайда. Позднее, в конце 
20-х годов XX в., физик Дирак в исследованиях  
по квантовой механике ввёл ещё одну новую функ-
цию, названную его именем. Были определены так-
же правила дифференцирования дельта-функции 
Дирака и функции Хэвисайда. Основы математи-
ческой теории обобщённых функций были заложе-
ны С. Л. Соболевым при решении задачи Коши для 
гиперболических уравнений (1937 г.). В 50-х годах 
Л. Шварц дал систематическое изложение теории 
обобщённых функций и построил теорию их пре-
образования Фурье [5–9]. Понятие обобщённой 
функции удается ввести благодаря тому, что обоб-
щённые функции никогда не входят непосредствен-
но в результаты измерений. Они всегда фигуриру-
ют под знаком интеграла, описывающего стадию 
наблюдения или регистрации. Поэтому достаточно 
знать только результат действия данной обобщён-
ной функции на интегральное преобразование.

После выхода «Теории распределений» Л. Швар-
ца обобщенные функции приобрели широкую по-
пулярность. Однако особенности их использования 
в инженерной деятельности, в частности в оптике, 
являются до сих пор недостаточно понятными.

Будем обозначать действие обобщенной функ-
ции на основную функцию следующим образом [7]:

 .                  (1)

Выражение (1) можно рассматривать как ска-
лярное произведение двух функций «хорошей» 
функции f(x) и обобщенной φ(x). 

С помощью обобщенных функций удобно рас-
сматривать процесс дискретизации аналоговых сиг-
налов.

Дискретизация — это замена непрерывного ана- 
логового сигнала последовательностью чисел, пред-
ставляющих разложение этого сигнала по какому-
либо конечномерному базису. Дискретизация за-
ключается в получении отсчетов (sampling) сигнала. 
Наиболее удобным способом дискретизации явля-
ется представление сигнала в виде выборок значе-
ний (отсчетов) в отдельных, регулярно расположен-
ных точках, отделенных друг от друга интервалом, 
который называется интервалом дискретизации.

Разработка математического аппарата представ-
ления дискретных сигналов является важной про-
блемой при восстановлении исходных аналоговых 
изображений [10–14].

Целью этой статьи является получение анали-
тического выражения для спектра непрерывной 
функции при реальной дискретизации, т.е. при дис-
кретизации сигналов при усреднении на конечном 
наборе апертур. 

Дискретизация бесконечной функции с помо-
щью решетки Дирака. Идеальную дискретизацию 
можно представить как воздействие на функцию 
гребенки Дирака, которая определяется как последо-
вательность смещённых с шагом Δx дельта-функций. 

Гребёнка Дирака определяется как

 . (2)

Как видно, гребенка Дирака — периодическая 
функция, где Δx — период. Кроме этого, гребен-
ка Дирака определена на всем интервале от –∞  
до ∞. Она, так же как и дельта-функция, на всей оси 
x равна нулю, кроме точек nΔx, в которых гребенка 
Дирака устремляется в бесконечность.

Действие гребенки Дирака на функцию f(x) 
можно описать как

 .         (3)

Спектр дискретной функции будет являться пе-
риодическим повторением спектра непрерывной 
функции [15]. Периодическую функцию можно 
описать как свертку гребенки Дирака с функцией 
одного периода. Поэтому спектр дискретной функ-
ции можно записать как [16]

 .                  (4)

Спектр дискретных значений сигнала образует 
периодически повторяющиеся одиночные спектры  

с шагом 
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, которые в общем случае перекрыва-

ются между собой. В [17] предложена процедура 
восстановления исходного сигнала по ограниченно-
му числу дискретных значений, при которой воз-
можно значительное уменьшение погрешности ин-
терполяции.

Дискретизация ограниченной функции. По-
скольку функция в общем случае не является бес-
конечной, ограниченную функцию можно предста-
вить в виде

 ,                 (5)

где rect
N
(x) — прямоугольный импульс.

В спектральной области это приведет к свертке 

сигнала с функцией 
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, которая является 

фурье-образом прямоугольного импульса 

 .            (6)

Учитывая (4), в результате дискретизации огра-
ниченного сигнала с помощью гребенки Дирака 
возникает периодическое повторение спектров 

 .        (7)

Однако дискретизация функций с помощью 
дельта функций является математической абстрак-
цией. 

Рассмотрим вопрос дискретизации с помощью 
конечного набора некоторых апертур.

Дискретизация с помощью набора апертур.  
В этом случае дискретизация осуществляется из-
мерением сигнала с помощью датчика с некоторой 
конечной апертурой (площадкой, по которой про-
исходит усреднение). Числовые значения отсчетов 
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изображения получаются путем пространственного 
интегрирования по некоторой конечной площад-
ке (апертуре). Используются апертуры различных 
форм (например, эллиптические, ромбовидные, 
гексагональные), но наиболее часто используются 
апертуры прямоугольной и круглой формы (рис. 1). 

Определим действие нормированного прямо- 
угольного импульса Pτ(x)=rectτ(x) на функцию f(x) 

 .            (8)

Выражение (7) описывает усреднение значения 
функции на одном элементе апертуры. Действие 
смещенного прямоугольного импульса rectτ(x–k∆x) 
на функцию f(x) 

 .        (9)

Для каждой точки — (∆x=1), это выражение 
представляет дискретную свертку. 

 .                     (10)

Таким образом, в результате дискретизации  
с помощью конечного набора прямоугольных апер-
тур произойдет усреднение значений интенсив-
ности на прямоугольных апертурах, и результаты 
усреднения на каждой апертуре будут задаваться  
в массиве чисел. 

В области Фурье выражение для дискретизации 
примет следующий вид:

 .  (11)

В отличие от идеальной дискретизации (7) 
спектр функции дополняется множителем 
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,  
который несложно определить аналитически. 

Вид этого множителя зависит только от фор-
мы апертуры. В нашем случае рассмотрение ве-
лось для прямоугольной апертуры, но при замене  
на 
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 выражение будет верно и для регуляр-
ных круговых растров. 

Обсуждение результатов. В литературе [18, 
19] часто используется следующее выражение для 
спектра функции при реальной дискретизации:

 . (12)

Это выражение было получено из описания дис-
кретизированного сигнала в виде.

 ,                   (13)

где 
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 дискрети-

зирующая функция.
Однако выражение (13) не учитывает интегри-

рование по площади апертуры. Поэтому и выраже-
ние (12) неадекватно описывает поведение спектра 
в случае реальной дискретизации функции. 

Нами эта проблема рассматривалась в [6],  
но аналитического выражения для дискретизации 
ограниченной функции с помощью конечного на-
бора апертур получить не удалось. В [7] приведено 
правильное аналитическое выражение, но вывод 
этого выражения был не совсем корректен.

Заключение. В статье получено аналитическое 
выражение (11) для спектра ограниченного анало-
гового сигнала при дискретизации с помощью набо-
ра апертур. Показано, что, в отличие от идеальной 
дискретизации, сигнал умножается на Фурье-образ 
используемой апертуры. 

Выражение (11) может быть использовано для 
восстановления исходного изображения по дис-
кретному изображению, полученному с помощью 
различных наборов апертур. Для этого необходимо 
разделить Фурье-спектр дискретного изображения 
на фурье-спектр выбранной апертуры. Получив  
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Рис. 1. Примеры растров: а — регулярный растр с прямоугольной апертурой; 
б — с круглой апертурой
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от него обратное Фурье-преобразование, можно по-
лучить исходное. 
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