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математИЧесКая моДель 
ЗаЦеПления и аналиТиЧесКОе
ОПисание ПрОфиля ЗубьеВ 
волнового торцевого 
КИнематИЧесКого реДУКтора
Проблема создания волнового торцевого кинематического редуктора с мно-
гопарным зацеплением выдвигает на первый план круг вопросов в области 
геометро-кинематической теории зацепления, которые рассматриваются  
в данной работе. синтез многопарного зацепления для волнового торцевого 
кинематического редуктора, обеспечивающего постоянство их передаточной 
функции, предусматривает: разработку математической модели зацепле-
ния с учетом особенностей взаимодействия зубьев при пространственно-
сферическом движении; описание профиля зубьев системой уравнений  
на сферическую поверхность и на нормальное сечение зубьев для внутренне-
го зацепления; выявление с помощью программы MathCAD 2010 Professional 
математического эксперимента и определение области существования  
100 %-го многопарного сопряжения зубьев путем сравнения формы их про-
филя с характером аналитической функции многопарного зацепления. 

Ключевые слова: многопарное зацепление, пространственно-сферическое 
движение, волновой торцевой кинематический редуктор, профиль зуба, пере-
даточное отношение. 

Введение. Повышение долговечности и надеж-
ности, нагрузочной способности, КПД, кинемати-
ческой точности и виброакустических показателей 
при одновременном снижении их массы и габари-
тов являются одним из наиболее важных требова-
ний, которые необходимо учитывать при проекти-
ровании редукторов [1, 2]. 

Проблема создания новых видов редукторов  
и систем зацеплений является особо актуальной 
в настоящее время. При решении этой задачи су-
щественный эффект может быть достигнут за счет 
применения вместе обычных зубчатых передач  
с неподвижными осями планетарных зубчатых ме-
ханизмов с разветвлением потока мощности или 
новых систем многопарных зацеплений с использо-
ванием принципа равномерного распределения на-
грузки между сопряженными зубьями [1, 3].

Вследствие компактности и малой массы пред-
ставляют интерес кривошипно-конические переда-
чи, в которых шестерня совершает сложное про-
странственно-сферическое движение. Однако эти 
передачи не нашли широкого применения из-за не-
постоянства передаточной функции, связанного с 
особенностями пространственно-сферического дви-
жения шестерни и технологическими трудностями, 
в частности, с нарезанием зубьев конических колес 
с внутренним зацеплением. Кроме того, наличие 
трения скольжения в зацеплении, приводящее к 

скачкообразности вращения, а также ограничение  
многопарного сопряжения зубьев обусловливают 
их низкую кинематическую точность и надежность 
[4, 5].

Очевидно, что большинство недостатков, при-
сущих кривошипно-коническим передачам, обу-
словлено применением внутреннего конического 
зацепления, не учитывающего многогранность осо-
бенностей взаимодействия зубьев с пространствен-
но-сферическим движением [6, 7].

Анализ современных тенденций совершенство-
вания систем зацеплений, числовой характеристики 
и требований потребителей к техническому уровню 
выпускаемых редукторов показал целесообразность 
исследования и разработки планетарно-прецесси-
онных передач с новым видом многопарного заце-
пления [8].

Многопарное зацепления обеспечивает повы-
шение несущей способности, улучшение энергети-
ческих показателей, повышение кинематической 
точности, снижение уровня напряжений в контакте 
и улучшение геометро-гидродинамических условий 
смазки взаимодействующих зубьев и др., поэтому 
применение волнового торцевого кинематического 
редуктора с многопарным зацеплением в силовых 
приводах машин является весьма эффективным [9].

Высокая кинематическая точность волнового 
торцевого кинематического редуктора с выпук-
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ло-вогнутым профилем зубьев, их компактность  
и широкий диапазон передаточных функций, а так-
же возможность полного устранения зазоров в за-
цеплении и даже создание некоторого преднатяга 
делают выгодным их применение в исполнительных 
приводах промышленных роботов и манипулято-
ров, в металлорежущих станках и других изделиях, 
требующих высокой точности позиционирования 
рабочих органов [10].

Специфика пространственно-сферического дви-
жения шестерни волнового торцевого кинематиче-
ского редуктора позволяет решать одну из основ-
ных проблем герметизации — передавать движение  
в абсолютно герметизированное пространство через 
сплошную непроницаемую стенку, что открывает 
широкие перспективы их применения в вакуумной 
технике, химической и атомной промышленности, 
космическом и авиационном аппаратостроении [11]. 

Постановка задачи. Цель исследования — раз-
работка волнового торцевого кинематического ре-
дуктора с выпукло-вогнутым контактом зубьев, 
учитывая кинематику взаимодействия зубьев и осо-
бенности преобразования движения. Излагаются 
требования и условия существования многопарного 
зацепления.

Для достижения цели необходимо решить следу-
ющие задачи:

— разработку математической модели зацепле-
ния с учетом особенностей взаимодействия зубьев 
при пространственно-сферическом движении ше-
стерни редуктора;

— описание профиля зубьев системой уравне-
ний на сферическую поверхность и на нормальное 
сечение зубьев для внутреннего зацепления.

Теория. Постоянно растущие потребности по-
требителей механических трансмиссий по увели-
чению мощности трансмиссии, уменьшению массы  
и габаритов и т. д. могут быть удовлетворены по 
двум направлениям развития, а именно путем соз-
дания новых типов механических трансмиссий, ос-
нованных на новых принципах работы, и/или путем 
увеличения несущей способности контакта зубьев 
шестерни, например, выпукло-вогнутого контакта 
[1, 12].

На рис. 1 представлена принципиальная схема 
волнового торцевого кинематического редукто-
ра, состоящего из четырех элементов: генератора 
(входного вала) 1, выполненного в виде кривошип-
ного валика; шестерни в виде двухвенечного блока 
3, состоящей из двух конических колес внутреннего 
зацепления и свободно вращающихся на кривошип-
ном валике; неподвижного конического колеса 2  
с наружным зацеплением и подвижного коническо-
го колеса 4, жестко связанного с выходным вали-
ком 5. Левый зубчатый конический венец 2 блока 
3 находится в зацеплении с неподвижным кониче-
ским колесом 2, а правый зубчатый венец 3 этого  
блока — с подвижным коническим колесом 4 [13].

Разница в количестве зубьев зубчатых колес  
и сопряженных зубьев шестерни составляет ± 1.  
В рассматриваемом волновом торцевом кинема-
тическом редукторе делительные конусы зубча-
тых колес 2, 3 и 4 имеют общую вершину, распо-
ложенную в точке O и лежащую на оси передачи  
[14, 15].

При вращении генератора 1 шестерня 3 совер-
шает сферическое движение относительно точки O 
посредством обкатывания зубьев венца 2 по зубьям 
неподвижного колеса 2. Зацепляясь одновременно 
зубьями венца 3 с зубьями колеса 4, шестерня 3 

передает вращение зубчатому колесу 4, жестко со-
единенному ведомым валиком 5.

Как известно [7], тело, совершающее сфериче-
ское движение, имеет три степени свободы. Следо-
вательно, положение такого тела относительно не-
подвижной системы координат OXYZ может быть 
определено тремя параметрами. В теоретической 
механике [7], как правило, положение тела, совер-
шающего сферическое движение, определяют при 
помощи углов Эйлера. Для этого свяжем жестко си-
стему координат OX1

Y
1
Z

1
 с шестерней (рис. 2)

Применительно к волновому торцевому кинема-
тическому редуктору угол ψ — это угол прецессии 
(угол поворота ведущего вала), угол θ — угол нута-
ции (угол наклона кривошипного участка ведущего 
вала к оси ведомого вала), φ — угол собственного 
вращения шестерни вокруг собственной геометри-
ческой оси.

Осуществляем переход от координат точек ше-
стерни X

1
, Y

1
, Z

1
, заданных в подвижной системе ко-

ординат OX
1
Y

1
Z

1
, к координатам X, Y, Z тех же точек 

в неподвижной системе OXYZ по формулам [16, 17]

                             ;                                    ;

Рис. 1. Структурная схема волнового 
торцевого кинематического редуктора

Рис. 2. Описание сферического движения шестерни 
волнового торцевого кинематического редуктора
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        ,               (1)

где X, Y, Z — координаты произвольной точки ше-
стерни относительно неподвижной системы коор-
динат OXYZ; 

X
1
, Y

1
, Z

1
 — координаты той же точки шестерни 

относительно системы координат OX
1
Y

1
Z

1
;
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  — косинусы углов между осью OZ 
и соответственно осями OX

1
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, OZ

1
.

Тогда 
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 — единичные векторы вдоль осей 
OX,OY,OZ соответственно; 
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 — единичные 
векторы вдоль осей OX

1
, OY

1
, OZ

1 
соответственно.

Используя формулы (1), а также учитывая, что
 

Находим
 

    (2)
 
В пространственно-сферическом движении 

шестерни волнового торцевого кинематического 
редуктора между углом прецессии ψ и углом соб-
ственного вращения φ имеется определенная связь. 
Для нахождения этой связи пусть в некоторый мо-
мент времени шестерня занимает такое положение, 
чтобы зуб шестерни контактировал с впадиной зуба 
в точке Q (рис. 2). 

Подвижная система OX
1
Y

1
Z

1
 выбрана так, что 

ось зуба шестерни OC лежит в плоскости OY
1
Z

1  

и составляет угол δ с осью OY
1
. Так как зуб ше-

стерни должен перемещаться без скольжения  
по рабочему профилю зубьев неподвижного вход-
ного колеса 1, то скорость точки Q зуба, находяще-
гося в соприкосновении с неподвижным входным 
колесом 1, должна быть равной нулю, т.е. 
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.
Но точка Q принадлежит зубу 2, который совер-

шает пространственно-сферическое движение, по-
этому 
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где 
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 — мгновенная угловая скорость сферическо-
го движения шестерни, 
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 — радиус-вектор точки Q.
Следовательно, связь между углами φ и δ нахо-

дим, используя условие
                                                   

(3)

Поскольку сферическое движение шестерни 
может быть представлено как результат сложений 
трёх вращений вокруг пересекающихся осей [18],  
а именно вращение вокруг оси OZ с угловой скоро-
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
  

1i

  

1k


  

,11 kik


  

 ,,  

const , то 0  и 1kk


  

    .01  OQkOQk


 

 OQk        OQk 1  

 
     

 
     

111

111

111

111

111

111

1

111

zyx

zyx

zyx

zyx

OQOQOQ

kkk

kji

OQk

OQOQOQ

kkk

kji

OQk













 

111111 111 ,,,,, zzууxx kkkkkk  

     
111

,, zуx OQOQOQ  

k

, 1k


, OQ  

;cos;sin;0

;cos;sin;0

111111

111





zyx

zyx

kkk

kkk
 

     
   



sin

;cos;0

1

11

OQOQ

OQOQOQ

z

yx
 

 

  .cos

;cos

2111

111

RiOQiOQk

RiOQiOQk








 

, вокруг линии узлов ON с угловой ско-
ростью 
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 — производные по времени от углов Эй-
лера.

Так как для рассматриваемого редуктора
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Подставим (4) в (3), найдем 
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можно представить в виде 

 ,            (6)
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 — соот-
ветственно проекции векторов 
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 на осях 
OX

1
, OY

1
, OZ

1
. 

В нашем случае 
 

    (7)

                                               .

Подставив (7) в (6), после раскрытия определи-
телей получим

 

     (8)

Затем, подставив (8) в (5), найдем 
   
  .
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 ,     (10) 

где R — расстояние от точки C до центра прецессии 
O;  — угол между осью зуба шестерни и плоско-
стью, проходящей через центр O перпендикулярно 
оси шестерни.

Подставляя (10) в (2) и учитывая (9), получаем 
координаты точки C в зависимости от угла пово-
рота ведущего вала 

  (11)

Точка C движется по сферической поверхности 
радиуса R с центром прецессии в точке O (рис. 3). 
Зная траекторию движения центра зуба, находим 
положение точки его контакта с зубом входного ко-
леса, совокупность семейства которых за цикл пре-
цессии представляет собой профиль зубьев этого 
колеса. 

Точка контакта зубьев при любом угловом по-
ложении ведущего вала расположена на расстоянии 
радиуса ролика r по нормали к вектору скорости 
центра зуба шестерни 
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1  

 (рис. 3). Поэтому для 
описания профиля зубьев колеса находим проекции 
вектора скорости центра ролика 
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1  

 на подвижные 
оси координат. С этой целью продифференцируем  
по времени уравнения (11) и найдем

Рис. 3. Векторная диаграмма векторного расположения 
точек контакта скоростей  

на профиле зуба колеса и шестерни
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и проходящей через точки S и O. Уравнение иско-
мой плоскости запишем в виде

 ,                   (13)
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 — векторы, определяющие соот-
ветственно положение точек C центра зуба и про-
извольной точки S плоскости относительно начала 
системы координат OXYZ (рис. 2).
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в виде определителя третьего порядка и раскроим 
его по элементам первой строки. Тогда получим  

, (14)

где X
С
, Y

С
, Z

С
 — координаты точки C зуба; X, Y,  

Z — координаты точки S плоскости P. Используя 
(14), аналогично расписываем векторное уравнение 
(13)

 .    (15)

 
(12)

     02111 RiRi


    0211 RRi


 

 021 RR 
2

1

R
R . 

C


 

  0 COSOC
  

OC    OS  

 OSOC   

 

     XYYXkZXXZjYZZYi

ZYX

ZYX

kji

OSOC

CCCCCC

CCC









 

0





ZYX CCC

CCCCCC XYYXZXXZYZZY

kji


 

    0 XYYXZXXZ CCCCCC YZ
; 

    0 YZZYXYYX CCCCCC ZX
; 

    0 ZXXZYZZY CCCCCC XY
. 

    0
YX CTCQCCQCQC YZZYZXXZ  

02222  RZYX QQQ  

OC    OQ  

 cos2ROCOQ  

0cos2  RZZYYXX CQCQCQ  

C

CQCQ
Q X

ZZYYR
X




cos2

 

 

     02111 RiRi


    0211 RRi


 

 021 RR 
2

1

R
R . 

C


 

  0 COSOC
  

OC    OS  

 OSOC   

 

     XYYXkZXXZjYZZYi

ZYX

ZYX

kji

OSOC

CCCCCC

CCC









 

0





ZYX CCC

CCCCCC XYYXZXXZYZZY

kji


 

    0 XYYXZXXZ CCCCCC YZ
; 

    0 YZZYXYYX CCCCCC ZX
; 

    0 ZXXZYZZY CCCCCC XY
. 

    0
YX CTCQCCQCQC YZZYZXXZ  

02222  RZYX QQQ  

OC    OQ  

 cos2ROCOQ  

0cos2  RZZYYXX CQCQCQ  

C

CQCQ
Q X

ZZYYR
X




cos2

 

 

     02111 RiRi


    0211 RRi


 

 021 RR 
2

1

R
R . 

C


 

  0 COSOC
  

OC    OS  

 OSOC   

 

     XYYXkZXXZjYZZYi

ZYX

ZYX

kji

OSOC

CCCCCC

CCC









 

0





ZYX CCC

CCCCCC XYYXZXXZYZZY

kji


 

    0 XYYXZXXZ CCCCCC YZ
; 

    0 YZZYXYYX CCCCCC ZX
; 

    0 ZXXZYZZY CCCCCC XY
. 

    0
YX CTCQCCQCQC YZZYZXXZ  

02222  RZYX QQQ  

OC    OQ  

 cos2ROCOQ  

0cos2  RZZYYXX CQCQCQ  

C

CQCQ
Q X

ZZYYR
X




cos2

 

 

,



м
а

ш
и

н
о

с
тр

о
ен

и
е 

 и
  м

а
ш

и
н

о
ве

д
ен

и
е

о
м

с
К

и
Й

 н
а

У
Ч

н
Ы

Й
 в

ес
тн

и
К

 №
 1

 (
17

5)
 2

02
1

26

Или 

Последнее уравнение из (15) есть следствие двух 
предыдущих, поэтому принимаем его за уравнение 
искомой плоскости.

Теперь найдем координаты точки контакта зу-
бьев шестерни с зубьями колеса, т.е. точки Q, при-
надлежащей одновременно плоскости P и сфере 
радиуса R с центром в начале системы координат 
OXYZ (рис. 3). Так как точка T принадлежит плоско-
сти, то ее координаты удовлетворяют уравнению 
плоскости P, т.е.

 .    (16)

Поскольку точка Q принадлежит и сфере, то ее 
координаты удовлетворяют уравнению сферы, т.е.

 .             (17)

Кроме того, угол между 
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 является 
углом раствора конических зуба, следовательно, 
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, или
    
                   (18)

Из (17) находим 

 .            (19)

Подставим (19) в (16), найдем

          ,    (20)

где введены обозначения  

                                                ;

                               .

Подставив (20) в (19), получим
  

 (21)

Где введены обозначения

Подставив (20) и (21) в (17) и решив полученное 
уравнение относительно Z

E
, найдем 

 .  (22)

Итак, определяем по формулам (20), (21) и (22) 
координаты точки контакта зубьев Q, совокупность 
которых представляет собой профиль зубьев вход-
ного колеса на сфере.

Чтобы представить профиль зубьев колес  
в нормальном сечении, мы спроектируем со сферы  
на плоскость P

1
, перпендикулярную зубу (рис. 2).

Для этого сначала определяем координаты точек 
Q

1
 и Q

2
 (рис. 2), соответствующие двум последова-

тельным минимумам кривой профиля на сфере.
Выберем в плоскости P

1
 систему координат Q

1
τ, 

ось Q
1
τ  которой проходит через точку Q

2
. 

Проекцию профиля зубьев со сферы на плоско-
сти P

1
 находим путем определения координат то-

чек Q
N
 пересечения с этой плоскостью семейства 

прямых, проходящих через центр прецессии O,  
и соответствующих точек профиля зубьев на сфере. 

И после ряда преобразований получаем проек-
цию на плоскость профиля зубьев колеса, опреде-
ляемую декартовыми координатами, через которые 
перейдем от координат X

N
,Y

N
,Z

N
 к координатам τ, :

                                                     ;  

.                   (23)

где

Теперь находим параметрические уравнения 
кривой, которую описывает ось зуба шестерни  
на плоскости P

1
. Обозначим через X

G
, Y

G
, Z

G
 коор-

динаты точки пересечения оси, проходящей через 
центр зуба с плоскостью P

1
. Легко заметить, что ко-

ординаты X
G
, Y

G
, Z

G
 определяются по тем же фор-

мулам, что и X
N
, Y

N
, Z

N
, только следует X

Q
, Y

Q
, Z

Q 

заменить соответственно на X
C
, Y

C
, Z

C
, т.е. переход  

от координат X
G
, Y

G
, Z

G
 к координатам осуществля-

ем согласно формулам 

                                                      ;  

.                  (24)

где 
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Зависимость 
1
 от 

1
 представляет собой траекто-

рию движения центра зуба шестерни на плоскости 
P

1
. 
Зависимость 
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 представляет собой огиба-
ющую кривую множества дуг окружностей радиу-
сом R, центры которых расположены на траекто-
рии движения точки C, описываемой уравнением 
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.

Анализ зависимостей (19), (20) и (22) показывает, 
что на форму профиля зубьев существенно влияют: 
угол конического аксоида зубьев δ, угол при враще-
нии конуса роликов β, число зубьев Z и угол нута-
ции θ. Выявление степени направленности влияния 
этих параметров на профиль зубьев осуществляется 
графоаналитически, для этого по полученным фор-
мулам (23) и (24) разработан алгоритм на программе 
«MathCAD 2010 Professional».

Первоначально описаны на сфере траектория 
движения произвольной точки оси зуба шестерни 
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Рис. 4. Твердотельная модель центрального колеса

Рис. 5. Влияние числа зубьев на их профиль
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С (рис. 3) и профиль зуба колеса параметрическими 
уравнениями (см. уравнения (2), (19), (20) и (22)).

Результаты экспериментов. Графическое по-
строение функций 
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 и 
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 осущест-
влялось в совмещенных координатах 
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значениях угла прецессии 
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, т.е. при од-
ном обороте ведущего вала. При этих значениях ψ 
уравнениями (24) описывается профиль одного зуба 
колеса.

В программе MathCAD 2010 Professional был соз-
дан широкий спектр модифицированных профилей 
зубов с различными геометрическими параметрами 

(рис. 5–8). Твердотельная модель шестерни показана  
на рис. 4.

Обсуждение результатов. Результаты расчетов 
по уравнениям, описывающим профиль зуба на 
сфере, дает определенную погрешность, так как 
в этом случае профиль зуба представляет его раз-
вертку со сферы на плоскость.  Профиль зуба в раз-
вертке не дает полного представления о его форме, 
а тем более о характере влияния на его геометриче-
ских параметров зацепления [19]. 

Анализ профилей, показанных на рис. 5, свиде-
тельствует о том, что при β, θ, δ и Z

2
 — const диа-

Рис. 6. Влияние угла нутации  на профиль зубьев
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метр колес не оказывает влияния на форму профи-
ля зубьев, т.е. форма зубьев не зависит от диаметра 
колес, а только от числа зубьев Z

2
 в этом диаметре. 

Таким образом, диаметр колес d не оказывает влия-
ния на форму профиля зубьев, а только на размеры 
их поперечных сечений. Видно, что число зубьев  
и их соотношение оказывают существенно влияние 
на форму их профиля. 

Например, профиль при Z
2
=32 обеспечивает ма-

лые осевые силы в зацеплении, следовательно, ма-
лые нагрузки на подшипниковые опоры, профиль 
при Z

2
=22 способствует высокой многопарности 

зацепления. Этот профиль ввиду большего угла за-
цепления. При β, δ и Z

2
 — const, угол нутации θ ока-

зывает определенное влияние на профиль зубьев. 
При известном диаметре d угол нутации θ предо-
пределяет высоту зубьев, т.е. отношение толщины 
зуба к его высоте. Влияние угла нутации θ на про-
филь зубьев при соотношении Z

1
=Z

2
–1 показано 

на рис. 6. Из анализа профилограмм следует, что 
угол нутации θ должен выбираться с учетом его вли-
яния на геометрию зуба.

Известно, что контактные напряжения в заце-
плении обратно пропорциональны приведенному 

Рис. 7. Влияние угла раствора конических зуба шестерни  на профиль зубьев
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радиусу кривизны в точках контакта профилей со-
пряженных зубьев [20]. Следовательно, для повы-
шения контактной прочности зацепления необхо-
димо увеличить радиус каждого из сопряженных 
профилей. Однако, как установлено, увлечение ра-
диуса зуба приводит, с одной стороны, к уменьше-
нию многопарного зацепления, а с другой — к из-
менению кривизны профиля сопряженных с ними 
зубьев.

В связи с этим определение степени влияния 
радиуса зуба шестерни на профиль зубьев колес 
представляет особый интерес. Установлено, что из-
учение влияния на профиль зубьев колес не радиу-
са зуба шестерни, а угла его конуса β [21] позволит 
по одной профилограмме определить пропорцию 

кривизны сопряженных профилей или оценить их 
размеры при любом диаметре колес. На рис. 7 пока-
зано влияние угла конуса зуба шестерни β на про-
филь зубьев.

Для выявления степени и направленности влия-
ния угла конического аксоида δ на форму профиля 
зубьев колеса на рис. 8 приведены профилограм-
мы зубьев при различных значениях угла δ. Анализ 
профилограмм показывает, что с увлечением угла 
аксоида δ и при равных прочих параметрах форма 
профиля зубьев значительно меняется, а многопар-
ного зацепления  — возрастает.

Заключение. Таким образом, для обеспечения 
постоянства передаточной функции — основное 
требование зацепления — необходимо учитывать 

Рис. 8. Влияние угла конического аксоида  на профиль зубьев
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влияние каждого из параметров δ, β, θ и Z на форму 
профиля зубьев. Установлено, что профиль зубьев 
меняется при изменении хотя бы одного из этих 
параметров, что обусловливает целый ряд техноло-
гических трудностей [22].

Кроме того, знание степени и направленности 
влияния на форму профиля зубьев параметров δ, β, 
θ и Z позволит на стадии проектирования выбирать 
их рациональное соотношение, обеспечивающее 
постоянство передаточной функции и многопарное 
зацепление, следовательно, выбирая правильное 
соотношение параметров δ, β, θ и Z устраняем ос-
новные недостатки волнового торцевого кинемати-
ческого редуктора и расширяем область их приме-
нения [23].
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