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ОБРАТНАЯ ЗАДАЧА 
ЦИКЛОГРАФИЧЕСКОГО 
МОДЕЛИРОВАНИЯ 
ПРОСТРАНСТВЕННОЙ КРИВОЙ
Целью работы является обоснование возможности конструктивно-аналити-
ческого решения обратной задачи циклографического моделирования кри-
вой пространства R3 и разработка алгоритма этого решения. Ортогональная 
проекция и две составляющие циклографической проекции кривой линии 
пространства образуют триаду элементов в плоскости z=0, возникающих  
в решении прямой задачи циклографического моделирования кривой и со-
ставляющих основу для решения обратной задачи моделирования. К прямой 
задаче относится построение на плоскости z=0 циклографической проекции 
(модели) исходной кривой, а к обратной — определение кривой простран-
ства по ее циклографической проекции. Недостаточная изученность обратной 
задачи наряду с ее востребованностью в решении практических вопросов, 
например, при расчете траектории инструмента для обработки карманных 
поверхностей изделий машиностроения на станках с ЧПУ, делают постановку 
и решение обратной задачи актуальными. В работе в качестве заданной ци-
клографической проекции рассмотрена выпуклая простая замкнутая кривая 
линия. Доказано существование и единственность кривой пространства, для 
которой эта проекция является циклографической. На приведенных примерах 
продемонстрирован алгоритм решения обратной задачи.

Ключевые слова: циклографическое отображение, медиальная ось, медиаль-
ная ось преобразований, обратная задача, α-оболочка, вершинные точки 
кривой.

Введение. Циклографическое моделирование 
геометрических объектов основано на биекции, 
устанавливаемой в простейшем случае между мно-
жеством точек пространством R3 и множеством 
циклов в плоскости z=0 [1, 2]. В настоящее вре-
мя, благодаря высокому уровню развития компью-
терной графики и САПР, циклографический ме-
тод, будучи достаточно сложным и приближенным  
в ручной конструктивной реализации, всё успеш-
нее применяется как в теоретико-геометрических 
исследованиях [1–3], так и в решении практи-
ческих задач геометрической оптики [1, 3, 4–6],  
в проектировании поверхностных форм автомо-
бильных дорог [4, 7], обработки поверхностей изде-
лий машиностроения [4, 8] и в других практических 
областях. 

В теории циклографического моделирования 
кривой пространства известны прямая и обратная 
задачи моделирования. В прямой задаче по заданной 
кривой определяется её циклографическая проек-
ция [1, 2, 4], в обратной — кривая подлежит восста-
новлению в пространстве по заданной её циклогра-
фической проекции [2, 6]. Кривая пространства R3, 
её ортогональная и циклографическая проекции  
на плоскости z=0 образуют триаду геометриче-
ских элементов, в которой задание двух элементов  

из трех необходимо и достаточно для определения 
неизвестного третьего элемента [6]. Элементы три-
ады имеют общую параметризацию, что позволяет 
устанавливать точечную биекцию между элемента-
ми и выполнять решения прямой и обратной задач.

Обратная задача часто используется для формо-
образования рабочих линий  в виде эквидистант, 
используемых при расчетах в качестве траектории 
движения режущего инструмента для обработки 
карманных поверхностей на станках с ЧПУ [4, 8, 9]. 
Существующие её решения выполняются непосред-
ственно в плоскости z=0 при помощи методов, ос-
нованных на приближенных вычислениях [10–13]. 

Постановка задачи. Для полноты понимания об-
ратной задачи циклографического моделирования 
кривой пространства  рассмотрим геометрическую 
схему построения циклографической проекции 
этой кривой (рис. 1). Кривой линии ))(),(()( tytxtp   
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,  
где t — параметр, соответствует на плоскости z=0 
триада линий: 
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 — ортогональная проекция, 
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 — циклографическая проекция. При 
этом 
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 — прообраз, а пара элементов триады 
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 в цикло-
графическом отображении. Прямая зада-
ча циклографического моделирования, то есть 
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, в научных публикациях иссле-
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дована в значительно большей степени, чем обрат-
ная задача 
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. В частности, если 
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 — замкнутая линия, что имеет 
место в решении актуальной задачи проектирова-
ния траектории режущего инструмента для обработ-
ки карманных поверхностей, то важным для этого 
случая является вопрос о возможности вычисления 
линии 
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 — ключевого геометрического объекта  
в расчете указанной траектории. Обоснование этой 
возможности заключается в выборе подходящего 
варианта разбивки замкнутого контура 
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ставляющие 
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. Очевидно, в этой разбив-
ке должны быть задействованы вершинные точки 
контура 
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, влияющие на его геометрию.
Целью работы является получение на основе 

циклографического отображения кривой простран-
ства отличающихся от известных, но более простых 
и доступных в вычислительном плане алгоритмов 
решения обратной задачи.

Теория. Рассмотрим теоретические аспекты ре-
шения обратной задачи циклографического модели-
рования кривой линии пространства. Они основаны 
на нескольких утверждениях.

Утверждение 1. Для плоской простой замкнутой 
выпуклой кривой существует единственная линия 
пространства, для которой эта кривая служит ци-
клографической проекцией.

Доказательство. Пусть в плоскости z=0 за-
дана простая замкнутая выпуклая кривая 
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. Разделим эту кри-
вую на две составляющие 
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.  
Очевидно, возможен не единственный способ 
такого деления. Вопросы выбора способа опти-
мального деления на составляющие будут рассмо-
трены ниже. Для каждой из полученных составля-
ющих построим их эволюты 
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 по известным в дифференци-
альной геометрии уравнениям

                                                 , 

                                                  ,

где 
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 — нормаль, i = 1,2.
Для каждой из эволют построим их простран-

ственные образы:

  (1)

Затем построим соответствующие α-поверхнос- 
ти [1]:

         .          (2)

Совместное рассмотрение уравнений α-поверх- 
ностей 
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 приводит к получению линии пе-
ресечения 
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, представляющей собой линию 
MAT. Действительно, циклографической проекцией 
линии пересечения 
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, принадлежащей по-
верхности 
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 в плоскости z=0, 
а циклографической проекцией этой же линии 
пересечения, но принадлежащей поверхности 
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,  
является по построению линия 
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 в той же пло-
скости. Ортогональной проекцией линии пере-
сечения 

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
k   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

 служит линия 
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, являющаяся  
в геометрической схеме формирования циклогра-
фической проекции, множеством точек — центров 
всевозможных циклов, касающихся одновременно 
как линии 
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. Следовательно, множество 
циклов, вписанных в область плоскости z=0, огра-
ниченную линиями 

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
k   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

 и 

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
k   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

, представляет собой 
циклографический образ множества точек линии 
пересечения 
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 на плоскости z=0. Поскольку 
каждая из α-поверхностей, в соответствии с геоме-
трической схемой циклографического отображения 
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22  Ppc   является единственной, следо-
вательно, единственной является и пара 
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,  
из чего и следует единственность линии пересече-
ния 
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Таким образом, линия 
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 является линией 
пространства R3, для которой заданная линия )(tpc  
служит циклографической проекцией.

Заметим, что в общем случае решение систе-
мы уравнений для определения линии пересечения 
α-поверхностей ),( 111
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 не являются ана-
литическим. Но аналитическим является решение 
задачи точечного построения линии пересечения 
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, определяемой как дискретное множество 
точек пересечения образующих прямых линий од-
ной α-поверхности с другой [2]. 

При разделении линии )(tpc , представляющей 
собой простой замкнутый выпуклый контур 
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области на плоскости z=0, на составляющие 
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, целесообразно использовать вершинные точ-
ки линий  )(tpc . 

В основу деления замкнутого контура на со-
ставляющие положена теорема о четырех верши-
нах плоской простой кривой [14], а именно: всякая 
гладкая замкнутая простая кривая на евклидо-
вой плоскости имеет не менее четырех вершин. 
Эта теорема справедлива как для выпуклых, так  
и для невыпуклых замкнутых контуров. Вершина-
ми гладкой кривой на плоскости называются точки 
экстремумов ее кривизны. В общем случае, когда  
у функции кривизны отсутствуют вырожденные 
точки кривизны, т.е. точки, в которых вторая про-
изводная равна нулю, замкнутая кривая имеет чет-
ное число вершин с чередующимися максимумами 
и минимумами. 

Рис. 1. Схема образования 
циклографической проекции 
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))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
k   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  

))(),(()( tytxtp   

)(1 tp    )(1 tpС    )(2 tpС  

)(tp     

))(),(()( 21 tptptp СС  

)())(),(( 21 tptptp СС   

)())()(( 21 tptptp ССС   

)(tpС  

))(),(()( tytxtp ccc     TtT 0  

))(),(()( 111 111
tytxtp ccc     1101 TtT   

))(),(()( 222 222
tytxtp ccc     2202 TtT   

))(),(()( 111 111
tytxtp eee   

))(),(()( 222 222
tytxtp eee   

)(
)(

1
)()( 1

1
11 1

1

11
tn

tk
tptp с

с
сe   

)(
)(

1
)()( 2

2
22 2

2

22
tn

tk
tptp с

с
сe   

iс
k   

iс
n  

.
))()(()()((

)(),(),(
)(

,
))()(()()((

)(),(),(
)(

2
22

2
22

222

2

2
11

2
11

111

1

2222

222

2

1111

111

1







































tytytxtx

tztytx
tp

tytytxtx

tztytx
tp

ecec

eee

E

ecec

eee

E

 

))()(()(),(

)),()(()(),(

222222

111111

2222

1111

tptpltpltP

tptpltpltP

ЕcЕ

EcE









 

1
P    

2
P  

21  PP   

1c
p    

2c
p  

1p    
11  Ppc    

22  Ppc  



О
М

С
К

И
Й

 Н
А

У
Ч

Н
Ы

Й
 ВЕС

ТН
И

К
 №

 2 (182) 2022
М

А
Ш

И
Н

О
С

ТРО
ЕН

И
Е 

23

Утверждение 2. Для плоской незамкнутой про-
стой линии существует множество линий простран-
ства, для которых исходная линия служит циклогра-
фической проекцией. 

Пусть )(tpc   — незамкнутая простая линия в пло-
скости z=0 (рис. 2, слева). Построим для нее эво-
люту )(tpe , а затем пространственный образ 
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эволюты с параметрическими уравнениями (1). За-
тем на линиях )(tpc  и 
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 построим α-поверхность 
с параметрическими уравнениями, например, урав-
нения (2) (рис. 2, справа). Очевидно, для любой из 
всевозможных линий на α-поверхности её цикло-
графическим образом на плоскости z=0 будет одна 
и та же линия.

Выводы: 
1. Введение в уравнение (2) функциональной 

зависимости l = f(t), в которой  f(t) — функция го-
меоморфного отображения 
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, где 
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, выделяет на α-поверхности (2) един-
ственную кривую, для которой заданная кривая   

)(tpc  служит циклографической проекцией. Очевид-
но, функция f(t) является не единственной.

2. Введение дополнительно на плоскости z=0 
любой простой незамкнутой линии 
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 и при-
нятие ее в качестве ортогональной проекции не-
которой кривой на α-поверхности (2) определяет 
единственную кривую пространства, для которой   
служит циклографической проекцией. Это следует 
из отмеченных выше свойств триады линий 
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. Следовательно, при этих условиях обрат-
ная задача циклографического отображения для 
случая незамкнутой линии может быть сформули-
рована так: на плоскость z=0 и заданы незамкну-
тая (неполная) циклографическая и ортогональная 
проекции пространственной кривой. Требуется по-
строить пространственную кривую. В этой задаче 
кривая пространства будет образом, а пара линий 
в плоскости z=0 — прообразом в обратном цикло-
графическом отображении.

Если обратиться к параметрическим уравне-
ниям x

c
 = x

c
(t), y

c
 = y

c
(t) циклографической про-

екции [2, 10] пространственной кривой линии 
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, то можно заметить, что 
при условии, D>0, где 
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, ци-
клографическая проекция 
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 включа-
ет в себя две действительные составляющие 
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, которые могут стыковаться, образуя зам-
кнутую линию в плоскости z=0, либо могут не сты-
коваться, оставаясь взаимно связанными по параме-
тру t линиями. При этом важно, что ортогональная 
проекция 
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 линии 
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 представляет 
собой однопараметрическое множество центров 
циклов, огибающей которых является линия )(tpc .  
Линии 
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 образуют в плоскости z=0 
триаду, в которой, как было отмечено выше, лю-
бая из линий однозначно определяется по двум 
другим заданным [6]. Особенности геометрической 

конструкции формообразования линии )(tpc  и вза-
имную параметрическую зависимость указанных 
линий триады необходимо учитывать как при ре-
шении прямой задачи циклографического моде-
лирования  
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, так и обратной 
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.  
Исходя из этих общих особенностей и свойств 
геометрической конструкции циклографического 
моделирования пространственной кривой, рассмо-
трим возможность решения обратной задачи для 
случая, когда )(tpc   представляет собой простую вы-
пуклую замкнутую кривую. В теории обратной за-
дачи 
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 линию 
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 принято обозначать как 
MAT (Medial Axis Transformation), а ее ортогональ-
ную проекцию 
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 — как MA (Medial Axis) [9–11]. 
В современных исследованиях решение прямой  
и обратной задач выполняется на плоскости z=0  
с использованием различных аппаратов и техно-
логий геометрического и математического моде-
лирования [8, 10–13]. При этом существующие 
решения, как правило, выполняются по схеме 
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 и основаны на приближенных 
вычислениях.

В настоящей работе предлагается иной подход  
к решению рассматриваемой обратной задачи, ос-
нованный на максимально простых для данной за-
дачи вычислениях с выходом в пространство R3. 
Рассмотрим примеры. 

Результаты эксперимента.
Пример 1. Граничный контур области 

),( 111
ltP    ),( 222

ltP  

)(    )(tpE  

LI     ][: 0 TtTI     ][: 0 nlllL   

)(1 p     

))(),(),(()( tztytxtp     TtT 0  
222 ))(())(())(( tztytxD   

))(),(()( tytxtp ccc   

))(),(()(1 tytxtp   

)()( tptp c    )()( tptpc   

)()( tptpc     MATMAtpc )(  

11( )pp t    )(
22 ptp  

))(),((
11111 pppp tytxp  

))(),((
22222 pppp tytxp  

.2,4,11,
1

1

,
1

2

;2,4,11,
1

1

,
1

2

222

2

2

22

112

2

1

21

2

2

2

2

2

2

2

1

1

1

1

1

1

1



















bat
t

t
by

t

t
ax

bat
t

t
by

t

t
ax

p
p

p
p

p

p
p

p
p

p
p

p

p
p

 

 10 ,01

 ),()()(

21

211 211





tt

tptptp ссp   

10  ,01

),()()(

43

432 432





tt

tptptp ссp   

)( iс tp
i

    

01),(
111
 ppс ttp  

;10),(
112
 ppс ttp  

01),(
223
 ppс ttp  

 

 за-
дан эллипсом (рис. 3). Требуется определить линию 
МАТ. 

Представим контурный эллипс в виде двух сег-
ментов )(

11 ptp  и 
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 и запишем их параметриче-
ские уравнения 
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. 
Они имеют следующий вид: 

Так как эллипс имеет четыре вершины, то раз-
делим по параметрам t

p1
 и t

p2
 каждый сегмент эл-
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  на два элементарных сегмента  
(рис. 2): 

                                              .

Рис. 2. Формообразование α-поверхности Рис. 3. Граничный контур 
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 — эллипс из четырех 
элементарных сегментов )()()()( 4321 4321

tptptptp cccc 
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Затем определим уравнения элементарных 
сегментов 
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 между точками T
i
 и T

i+1
, где T

i
 — 

вершина кривой — начальная точка элементарно-
го сегмента  эллипса, T

i+1
 — следующая вершина 

кривой — конечная точка элементарного сегмен-
та. Элементарные сегменты формируются следую-
щим образом: 
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, где t
Ti
 ≤ t

pi
 ≤ t

Ti+1
;   

t
i
 — это текущий параметр на отрезке T

i
T

i+1
; t

i
 = 

=(1– λ)∙t
Ti
+ λt

Ti+1
;  0 ≤ λ ≤ 1. Уравнения четырех 

элементарных сегментов эллипса имеют следую-
щий вид:

 

Затем запишем параметрические уравнения про-
странственных образов эволют 
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 элементарных сегментов 
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(рис. 4), исходя из уравнений 

10),(
224
 ppс ttp  

.10,
1

)1(2
,

1

8
  :)(

;10,
1)1(

))1(1(2
,

1)1(

)1(8
  :)(

;10,
1)1(

)1)1((2
,

1)1(

)1(8
  :)(

;10,
1

1
,

1

8
  :)(

42
4

22
4

2
4

4

32
3

2
3

2
3

3
3

22
2

2
2

2
2

2
2

12
1

2
1

2
1

1
1

244

333

222

111








































t
t

t
y

t

t
xtp

t
t

t
y

t

t
xtp

t
t

t
y

t

t
xtp

t
t

t
y

t

t
xtp

ccc

ccc

ccc

ccc

 

)( 11
tpE , )( 22

tpE , )( 33
tpE  

и )( 44
tpE  

4,3,2,1),( itp iсi
 

eE xx  , eE yy  , 

22 )()( EcEcE yyxxz   

)(),( tytx ee  

),,( 111 ltP ),( 222 ltP  , ),( 333 ltP   

),( 444 ltP  

))()(()(),(
1

tptpltptlP cEc   

)),(),,(),,(( 111111 1111
ltzltyltxP    

)),(),,(),,(( 444444 4444
ltzltyltxP    





















).,(),(

),,(),(

),,(),(

4411

4411

4411

41

41

41

ltzltz

ltylty

ltxltx

 

)),(),,(),,(( 111111 1111
ltzltyltxP    

)( 11 tMAT    ),( 111 ltP     ),( 444 ltP  

].1,0[],1,0[],1,0[],1,0[

 ),,(),())(

),(),((

4141

44111

111

411

11









lltt

ltPltPtz

tytxMAT

MAT

MATMAT

  

)),(),,(),,(( 444444 4444
ltzltyltxP    

)( 44 tMAT        

 

  

10),(
224
 ppс ttp  

.10,
1

)1(2
,

1

8
  :)(

;10,
1)1(

))1(1(2
,

1)1(

)1(8
  :)(

;10,
1)1(

)1)1((2
,

1)1(

)1(8
  :)(

;10,
1

1
,

1

8
  :)(

42
4

22
4

2
4

4

32
3

2
3

2
3

3
3

22
2

2
2

2
2

2
2

12
1

2
1

2
1

1
1

244

333

222

111








































t
t

t
y

t

t
xtp

t
t

t
y

t

t
xtp

t
t

t
y

t

t
xtp

t
t

t
y

t

t
xtp

ccc

ccc

ccc

ccc

 

)( 11
tpE , )( 22

tpE , )( 33
tpE  

и )( 44
tpE  

4,3,2,1),( itp iсi
 

eE xx  , eE yy  , 

22 )()( EcEcE yyxxz   

)(),( tytx ee  

),,( 111 ltP ),( 222 ltP  , ),( 333 ltP   

),( 444 ltP  

))()(()(),(
1

tptpltptlP cEc   

)),(),,(),,(( 111111 1111
ltzltyltxP    

)),(),,(),,(( 444444 4444
ltzltyltxP    





















).,(),(

),,(),(

),,(),(

4411

4411

4411

41

41

41

ltzltz

ltylty

ltxltx

 

)),(),,(),,(( 111111 1111
ltzltyltxP    

)( 11 tMAT    ),( 111 ltP     ),( 444 ltP  

].1,0[],1,0[],1,0[],1,0[

 ),,(),())(

),(),((

4141

44111

111

411

11









lltt

ltPltPtz

tytxMAT

MAT

MATMAT

  

)),(),,(),,(( 444444 4444
ltzltyltxP    

)( 44 tMAT        

 

, где 
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 — пара-
метрические уравнения эволюты элементарного 
сегмента. После этого переходим к формообразо-
ванию α-поверхностей  
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, которое выполняется по основе общего 
уравнения α-поверхности 
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,  
имеющем для каждой из α-поверхностей конкрет-
ные параметрические выражения координат.

Формально линия пересечения двух 
α-поверхностей, заданных параметрически, находит-
ся решением системы трех уравнений с четырьмя 
неизвестными. В рассматриваемом случае пересека-
ются α-поверхности 
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. Для нахожде-
ния их линии пересечения необходимо из четырех 
неизвестных параметров t

1
,l

1
,t

4
 и l

4
 выразить один  

из двух неизвестных  параметров l
1
 или l

4
:

 
Поскольку рассматривается пересечение двух 

линейчатых поверхностей, то решение системы 
уравнений можно получить путем нахождения 
функциональных зависимостей параметров в ука-
занной системе уравнений. Например, вначале на-
ходим функцию параметра l

1
, а именно l

1
(t

1
,t

4
,l

4
)  

из уравнения z
1
(t

1
,l

1
) = z

4
(t

4
,l

4
), используя возмож-

ности символьных вычислений программы Maple. 
Затем, также используя программу Maple, найдем 
функциональную зависимость параметра l

4
, а имен-

но l
4
(t

1
,t

4
) из уравнения y

1
(t

1
,l

1
(t

1
,t

4
,l

4
)) = y

4
(t

4
,l

4
). После 

этого выразим функцию параметр t
4
, решая систему 

уравнений x
1
(t

1
,l

1
) = x

4
(t

4
,l

4
), где l

1
(t

1
,t

4
,l

4
) и l

4
(t

1
,t

4
) — 

функции параметров. Таким образом, мы получаем 
функции параметров l

4
(t

1
,l

1
), t

4
(t

1
,l

1
), и l

1
(t

1
,t

4
,l

4
). Под-

ставив функцию l
1
(t

1
,t

4
,l

4
) в уравнение α-поверхности 
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 (рис. 5 и 6):

Через функциональную зависимость параме-
тров выразим функцию параметра t

1
(t

4
,l

4
), а за-

тем найдем функции параметров: l
1
(t

4
,l

4
), t

4
(t

1
,l

1
) 

и l
4
(t

4
,t

1
,l

1
). Подставив функцию l

4
(t

4
,t

1
,l

1
) вме-

сто параметра l
4 

в уравнение α-поверхности 
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Рис. 4. Пространственный 
образ эволюты эллипса

Рис. 5. Визуализация 
формообразования MAT

Рис. 6. Визуализация формообразования 
составной α-оболочки
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 (рис. 5 и 6):
 

Аналогичным образом, решая систему уравне-
ний: 

 

получим линии 
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 (рис. 5 и 6):  
 
 

Параметрические уравнения линий 
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 получены на основании функцио-
нальной зависимости параметров t

1
,l

1
,t

4
 и l

4
 и вви-

ду громоздкости полученных выражений в данной 
работе не приводятся. Maple-программа соответ-
ствующих расчетов приведена на ресурсе: https://
www.mapleprimes.com/posts/213421-Spline-Curves-
Formation-Given-Extreme-Derivatives?sp=213421.

В итоге вычислений получаем линию MAT для 
контура области, ограниченной эллипсом, представ-
ляющую собой составную линию: 

Пример 2. Рассмотрим построение граничного 
выпуклого контура области 
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 на основе цикличе-
ского однородного кубического B-сплайна третьей 
степени по заданным узлам (–3, 5); (0, 8); (6, 10); 
(7, 5); (3, 3); (–3, 5) и определение линии МАТ для 
этого контура.  

Как известно, B-сплайн-кривая определяется вы-
ражением [14, 15]: 

                                                      ,

где i-ая нормализованная функция базиса 
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порядка k определяется рекуррентными соотноше-
ниями на основе формулы Кокса–де Бура:

                                                           ,
 

где 
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 — узловые параметры, ограничиваю-
щие значения параметра t, внутри которых функ-
ции сопряжения 
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 имеют ненулевые значения; 

k — порядок базисной функции, k-1 — степень 
элементарного В-сплайн, n+1 — количество узлов; 
[u

0
, u

1
, …, u

m-1
] — узловой вектор. Узловой вектор 

является базовым объектом в построении В-сплайн-
кривой. Отдельные узловые значения количеством 
m=n+k+1 равномерного узлового вектора распре-
делены на одинаковом расстоянии. Для построения 
циклической (замкнутой) В-сплайн-кривой необ-
ходимо повторить k-2 вершин в начале или в кон-
це замкнутого многоугольника, определяемого за-
данными узлами. В нашем примере n=5, k=4. Для 
построения замкнутой В-сплайн-кривой повторим 
два узла. Для выполнения последующих расчетов 
получим следующий ряд узлов: (–3, 5); (0, 8); (6, 
10); (7, 5); (3, 3); (–3, 5); (0, 8); (6, 10), тогда n=7, 
m=7+4+1=12. Таким образом, для узлового век-
тора можно записать:  

                                                                .

Число элементарных В-сплайнов, участвующих 
в построении В-сплайн-кривой, не совпадают с чис-
лом интервалов узлового вектора. Расчет кривой 
происходит только на эффективных интервалах. 
Фиктивные интервалы не влияют на результирую-
щую аппроксимирующую кривую. Они позволяют 
построить и использовать при расчете В-сплайн-
кривой полный набор элементарных В-сплайнов. 
Для равномерного, начинающегося с 0, узлового 
вектора с целыми приращениями параметра эф-
фективные интервалы удовлетворяют условию  
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 [14]. В нашем примере узловой век-
тор начинается с 1, тогда эффективные интервалы 
определяются интервалом 
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,  
следовательно, 
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. Параметрические урав-
нения сегментов 
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В-сплайн-кривой, имеют следующий вид:

 
 

Полученная в результате вычислений замкнутая 
выпуклая В-сплайн-кривая (рис. 7) имеет шесть вер-
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шин с чередующимися максимумами и минимума-
ми кривизны (рис. 8). 

Вычисленные вершинные точки на кривой 
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позволяют разделить её на три участка 6-1-2, 2-3-
4, 4-5-6, границы которых — три вершинные точ-
ки 2, 4, 6 с максимальной кривизной. Эти участ-
ки принимаются за первые направляющие трех 
α-поверхностей (по числу пар вершинных точек 
6-2, 2-4, 4-6 с максимальной кривизной), у которых 
вторыми направляющими служат пространствен-
ные образы эволют этих участков. Разбивка полу-
ченной В-сплайн-кривой на новые сегменты, гра-

ницами которых теперь будут только вершинные 
точки, потребует произвести перепараметризацию 
этой кривой. Отметим, что эта разбивка не влияет  
на геометрию формируемой МАТ. 

Рассмотрение пар вторых направляющих линий 
построенных трех α-поверхностей: 6’’-1’’-2’’, 2’’-3’’-
4’’, 4’’-5’’-6’’ позволяет выявить их общие точки 2’’, 
4’’, 6’’, которые, будучи соответственными точкам 
В-сплайн-кривой 
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 с максимальной кривизной, 
могут принадлежать искомой линии MAT, при этом 
ортогональные проекции точек заострения 1’’, 3’’, 
5’’ (точки с z

max
) на каждой из этих направляющих 

линий представляют собой на плоскости z=0 вер-
шинные точки с наименьшей кривизной. Из трех 
точек 2’’, 4’’, 6’’ две точки 2’’ и 6’’ соответствуют 
вершинным точкам 2 и 6 с кривизной, большей, 
чем у точки 4 контура 
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. Кроме того,  точки 2’’  
и 6’’ являются, как следует из эволюты 1’-2’-3’-4’-
5’-6’, граничными точками искомой линии МАТ для 
заданного выпуклого контура 
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. Точка же 4’’, как 
следует из результатов вычислений и визуализа-
ции (рис. 9), не принадлежит линии МАТ. Резуль-
таты выполненных вычислений визуализированы  
на рис. 10.

Рассмотренный пример подтверждает существо-
вание линии МАТ для выпуклого контура 
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 в фор-
ме В-сплайн-кривой, поскольку существуют точки 2’ 
и 6’, принадлежащие этой линии. Линию MAT полу-
чаем как множество точек пересечения образующих 
прямых линий α-поверхностей. Для этого по обще-
му уравнению 
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 предва-
рительно выполняется аналитическое формообра-
зование α-поверхностей 
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, где 

( ,54  t  ,65  t …, 98  t )   

5p  ,)4(
3

4
)4(

2

3

2

9

2

35 32

5
 tttxp  

 ,)4()4(
2

1

2

5

6

13 32

5
 ttty p 54  t ; 

6p  ,
2

7
)5(

2

5

3

37 2

6
ttxp 

  ,)5(
3

5
)5(

2

7

2

3

3

49 32

6
 ttty p 65  t ;

 
7p  ,)6(

2

1
)6(

2

5

2

3

6

91 32

7
 tttxp

 
 ,)6(

2

3
)6(

6

1

2

7

2

53 23

7
 ttty p 76  t ;

 
8p  ,)7(

6

11
)7(5

3

113 32

8
 tttxp  

 
8

2 311 12( 7) ( 7) ,
3 2py t t     87  t ; 

9p  ,)8()8(
2

9

2

3

2

21 32

9
 tttxp  

 ,)8(
3

1
)8(

2

1

2

5

6

89 32

9
 ttty p 98  t . 

))()(()(),( tptpltpltP iEiii ii
  

),( 55 ltP  , ),( 66 ltP  , ),( 77 ltP  , 

),( 88 ltP   и ),( 99 ltP  , 

)(tpi  и )(tp
iE

 

)(txx
ieiE  , )(tyy

ii eE  , 22 )()()(
iiiii EpEpE yyxxtz  . 

 

 и 

( ,54  t  ,65  t …, 98  t )   

5p  ,)4(
3

4
)4(

2

3

2

9

2

35 32

5
 tttxp  

 ,)4()4(
2

1

2

5

6

13 32

5
 ttty p 54  t ; 

6p  ,
2

7
)5(

2

5

3

37 2

6
ttxp 

  ,)5(
3

5
)5(

2

7

2

3

3

49 32

6
 ttty p 65  t ;

 
7p  ,)6(

2

1
)6(

2

5

2

3

6

91 32

7
 tttxp

 
 ,)6(

2

3
)6(

6

1

2

7

2

53 23

7
 ttty p 76  t ;

 
8p  ,)7(

6

11
)7(5

3

113 32

8
 tttxp  

 
8

2 311 12( 7) ( 7) ,
3 2py t t     87  t ; 

9p  ,)8()8(
2

9

2

3

2

21 32

9
 tttxp  

 ,)8(
3

1
)8(

2

1

2

5

6

89 32

9
 ttty p 98  t . 

))()(()(),( tptpltpltP iEiii ii
  

),( 55 ltP  , ),( 66 ltP  , ),( 77 ltP  , 

),( 88 ltP   и ),( 99 ltP  , 

)(tpi  и )(tp
iE

 

)(txx
ieiE  , )(tyy

ii eE  , 22 )()()(
iiiii EpEpE yyxxtz  . 

 

  — параме-
трические уравнения сегментов и простран-
ственных образов эволют этих сегментов, опре-
деляемых по формулам  
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Обсуждение результатов. Анализ результатов 

вычислений в примерах 1 и 2 позволяет сделать сле-
дующие выводы:

1. Для граничного контура 
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 в форме отдель-
ных кривых второго порядка либо обводов из их 
сегментов может быть получено аналитическое ре-
шение обратной задачи циклографического модели-
рования кривой линии.

2. Оптимальная разбивка заданной циклогра-
фической проекции )(tpc  на составляющие для по-
строения линии МАТ достигается, если граничными 
точками составляющих являются вершинные точки 
кривой )(tpc .

3. Для выпуклого контура 
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 две его точки  
с наибольшей кривизной определяют границы ли-
нии МАТ.

4. Не каждая точка выпуклого контура 
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с максимальной кривизной определяет точку линии 
МАТ, т.е. могут существовать линии пересечения 
α-поверхностей, которые не входят в состав опреде-
ляемой линии МАТ.

Заключение. Результаты работы доказывают, 
что принятие контура области на плоскости в ка-
честве циклографической проекции кривой линии 
пространства позволяет однозначно построить эту 
кривую. Предложенная геометрическая модель 
решения этой задачи отличается от известных её 
решений простотой и точностью вычислительного 
алгоритма, который для контура области в форме 
кривых второго порядка приводит к аналитиче-
скому решению рассматриваемой задачи. Для бо-
лее сложных контуров области предложен алго-

Рис. 7. Граничный контур 
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 в форме B-сплайн-кривой

Рис. 8. Граничный контур и пространственный
 образ его эволюты 

Рис. 9. Визуализация пересечения α-поверхностей

Рис. 10. Визуализация линии MAT 
по результатам вычисления
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ритм аналитического определения искомой кривой  
в виде дискретного ряда таких точек.
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