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Введение. В радиотехнических устройствах  
и устройствах автоматического регулирования ис-
пользуются индуктивные элементы с автоматиче-
ской перестройкой [1–4]. 

К таким элементам относятся магнитоуправля-
емые ферровариометры. Устройства имеют слож-
ную конструкцию, содержащую рабочую и управ-
ляющую обмотки, а также рабочий и управляющий 
магнитопроводы. Магнитные параметры рабоче-
го магнитопровода могут изменяться в заданных 
пределах под действием управляющего магнитного 
поля, создаваемого управляющими  обмоткой и маг-
нитопроводом. Магнитные поля системы могу ока-
зывать влияние на близкорасположенные электри-
ческие цепи и элементы. 

Простые аналитические выражения для такого 
анализа отсутствуют, поскольку структура созда-
ваемых полей сильно зависит от нелинейных ха-
рактеристик магнитных материалов и конструкции 
ферровариометра. Задачей работы является форми-
рование математической модели для  исследования 
магнитного поля управления в линейном прибли- 
жении.

Такие управляемые элементы должны иметь 
малое время перестройки из одного крайнего по-
ложения в другое и малые собственные потери 
при заданном уровне мощности высокочастотного  
сигнала.

Из известных элементов [5, 6] с немеханической 
перестройкой наиболее удовлетворяет перечислен-
ным требованиям магнитоуправляемый феррова-
риометр (МФВ). Анализ его характеристик и раз-
работка вариантов конструкции в настоящее время 
опираются главным образом на методы теории маг-
нитных цепей [7]. В работах [8–10] описаны основ-
ные типы конструкций МФВ и даны соотношения, 
полезные при оценке их параметров. 

Важной характеристикой ферровариометра яв-
ляется зависимость его коэффициента перестройки 
от тока управления. Методы достоверного расчета 
этой характеристики, пригодные для всего много-
образия известных конструкций, пока не разрабо-
таны. 

В настоящей работе на основе плоскопараллель-
ной модели решается задача расчета поля управле-
ния МФВ. В основе решения лежит метод вторич-
ных источников [11]. Суть метода заключается в том, 
чтобы магнитное поле в кусочно-однородной среде, 
обусловленное некоторыми первичными источни-
ками с токами, может быть эквивалентно представ-
лено полем свободного пространства, создаваемым 
теми же первичными источниками и некоторыми 
вторичными источниками, расположенными на гра-
ницах однородных областей пространства.

Для имитационного и математического (чис-
ленного) моделирования магнитного поля и его 
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силовых характеристик существуют коммерчески 
распространяемые комплексы программ [12–15]. 
Расчеты при этом проводятся с использованием 
метода конечных элементов. Однако стоимость та-
ких программных комплексов достаточно высока,  
и не все предприятия и организации могут позво-
лить себе их использовать. 

Поэтому целью данной работы является разра-
ботка математической модели и программы расчета 

цепи управления магнитоуправляемого феррова- 
риометра.

Разработка математической модели. Плотность 
токов вторичных источников можно найти из фор-
мируемых интегральных уравнений Фредгольма 
2-го рода, решаемых численно с помощью ЭВМ.

На рис. 1 показаны оси X, Y прямоугольной си-
стемы координат и сечение МФВ плоскостью Z = 0.  
Высокочастотная катушка индуктивности не изо-
бражена. 

Плотность связанных токов намагниченности 
на границе раздела воздуха и i-ой магнитной среды 
определяется из выражения:

 ,                (1)

где B
ti
 — тангенциальная составляющая магнитной 

индукции на границе раздела;


i
 — абсолютная магнитная проницаемость i-ой 

среды;


0
 — абсолютная магнитная проницаемость ва-

куума;
Q — точка наблюдения. 
При этом имеет место соотношение: 
      

                                                (2)

где 
ф
 — абсолютная магнитная проницаемость 

феррита;


с
 — абсолютная магнитная проницаемость стали.

Выражение для индукции имеет вид:

Рис. 1. Оси X, Y прямоугольной системы координат 
и сечение магнитоуправляемого ферровариометра 

плоскостью Z = 0: 1 — ферритовый сердечник, обратимая 
магнитная проницаемость которого меняется 

при подмагничивании; 2 — стальной магнитопровод; 
3 — обмотка управления; B, C — проекция на плоскость 

Z = 0 проводников близкорасположенной 
электрической цепи
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        (3)

где L
i
 — граница раздела i-ой магнитной среды  

и воздуха;
S

l
 — площадь сечения l-ой области с током 

управления;
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  — векторный магнитный потенциал в точке Q;


l
(N) — плотность тока управления в точке N 

l-ой области;


i
(M) — плотность связанных токов в точке M;
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 — единичный вектор внешней нормали  
к границе раздела в точке Q;
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 — вектор из точки Q в точку N области l;
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 — вектор из точки Q в точку M границы 
i-ой среды;

p — число областей с током управления.
Подставив выражение (3) в (1), получим для 

МФВ, показанного на рис. 1, систему:
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   (4)

где m — общее число прямолинейных участков гра-
ницы феррита;

n — общее число прямолинейных участков гра-
ницы стали.

Постоянные коэффициенты 
i
 определяются  

из соотношения:

                                                       (5)

Для численного решения системы (4) линейно 
интегралы заменяем конечными суммами:
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где q
i
, q

k
 — число элементов разбиения i-ой и k-ой 

границы;
l — длина элемента границы.
Систему (6) можно представить в матричной за-

писи:

 ,            (7)

где b
gh
 — коэффициенты системы;

f
g
 — свободные члены;

Z — полное число элементов всех границ.
Порядок системы (7) равен:

 .                     (8)

На элементе l плотность тока принимается рав-
ной величине, вычисленной для центральной точки 
элемента. Для МФВ с прямолинейными ортогональ-
ными границами верны соотношения:

                    (9)

Для определения a
gh
  служат выражения:

                                                 при                      (10)

где X
g
, Y

g
  — координаты центра q-го участка.

Свободные члены системы вычисляются по фор-
мулам

                         (11)

Величины, входящие в (11), рассчитываются сле-
дующим образом:

)(
2

)(
0

0

0

QBQ ti
i

i
i 








 










,2,

,1,

i

i

с

ф

i

 

,
),cos(

)(
2

),cos(
)(

2

)(

1

2

1

00
i

p

l i li QM

QQM

il

Sl QN

QQN

l

Q

ti

dl
r

nr
MdS

r

nr
N

nd

Ad
QB

i

i

l

l 
 













 

QA      Qn      lQNr      iQMr  

,
),cos(

(

,cos(
)(

),cos(
)()(

1

1 1

21

l

p

l QN

QQN

l
i

m

k

n

j L

j
QM

QQM

jk

L QM

QQM

ki

dS
r

nr
N

dl
r

nr
Mdl

r

nr
MQ

l

l

j j

j

k k

k



  



 

















 
.

0

0





i

i
i

 

,
),cos(

(

),cos(
)(

),cos(
)()(

1

1 1

2

1 1

1

l

p

l QN

QQN

S

l
i

n

j QM

QQM
q

S
jj

m

k QM

QQM
q

S
kki

dS
r

nr
N

r

nr
Ml

r
nr

MlQ

l

l

l

j

j
i

k

k
k

 

  



  

















 

z

g

z

g

zzzhzz

gzghgg

zh

zh

z

g

f

f

f

f

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

...

...

...

...

......

.......................

......

.......................

......

......

...

...
2

1

2

1

21

21

222221

111211

2

1



















 
 
 


m

k

n

j
jk qqz

1 1  























снизу.воздухгдеграниц,для)(

,сверхувоздухгдеграниц,для)(

,справавоздухгдеграниц,для)(

,слевавоздухгдеграниц,для)(

hggh

hggh

hggh

hggh

gh

YYa

YYa

XXa

XXa

b

 
 

)(
2

)(
0

0

0

QBQ ti
i

i
i 








 










,2,

,1,

i

i

с

ф

i

 

,
),cos(

)(
2

),cos(
)(

2

)(

1

2

1

00
i

p

l i li QM

QQM

il

Sl QN

QQN

l

Q

ti

dl
r

nr
MdS

r

nr
N

nd

Ad
QB

i

i

l

l 
 













 

QA      Qn      lQNr      iQMr  

,
),cos(

(

,cos(
)(

),cos(
)()(

1

1 1

21

l

p

l QN

QQN

l
i

m

k

n

j L

j
QM

QQM

jk

L QM

QQM

ki

dS
r

nr
N

dl
r

nr
Mdl

r

nr
MQ

l

l

j j

j

k k

k



  



 

















 
.

0

0





i

i
i

 

,
),cos(

(

),cos(
)(

),cos(
)()(

1

1 1

2

1 1

1

l

p

l QN

QQN

S

l
i

n

j QM

QQM
q

S
jj

m

k QM

QQM
q

S
kki

dS
r

nr
N

r

nr
Ml

r
nr

MlQ

l

l

l

j

j
i

k

k
k

 

  



  

















 

z

g

z

g

zzzhzz

gzghgg

zh

zh

z

g

f

f

f

f

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

...

...

...

...

......

.......................

......

.......................

......

......

...

...
2

1

2

1

21

21

222221

111211

2

1



















 
 
 


m

k

n

j
jk qqz

1 1  























снизу.воздухгдеграниц,для)(

,сверхувоздухгдеграниц,для)(

,справавоздухгдеграниц,для)(

,слевавоздухгдеграниц,для)(

hggh

hggh

hggh

hggh

gh

YYa

YYa

XXa

XXa

b

 
 

)(
2

)(
0

0

0

QBQ ti
i

i
i 








 










,2,

,1,

i

i

с

ф

i

 

,
),cos(

)(
2

),cos(
)(

2

)(

1

2

1

00
i

p

l i li QM

QQM

il

Sl QN

QQN

l

Q

ti

dl
r

nr
MdS

r

nr
N

nd

Ad
QB

i

i

l

l 
 













 

QA      Qn      lQNr      iQMr  

,
),cos(

(

,cos(
)(

),cos(
)()(

1

1 1

21

l

p

l QN

QQN

l
i

m

k

n

j L

j
QM

QQM

jk

L QM

QQM

ki

dS
r

nr
N

dl
r

nr
Mdl

r

nr
MQ

l

l

j j

j

k k

k



  



 

















 
.

0

0





i

i
i

 

,
),cos(

(

),cos(
)(

),cos(
)()(

1

1 1

2

1 1

1

l

p

l QN

QQN

S

l
i

n

j QM

QQM
q

S
jj

m

k QM

QQM
q

S
kki

dS
r

nr
N

r

nr
Ml

r
nr

MlQ

l

l

l

j

j
i

k

k
k

 

  



  

















 

z

g

z

g

zzzhzz

gzghgg

zh

zh

z

g

f

f

f

f

bbbb

bbbb

bbbb

bbbb

...

...

...

...

......

.......................

......

.......................

......

......

...

...
2

1

2

1

21

21

222221

111211

2

1



















 
 
 


m

k

n

j
jk qqz

1 1  























снизу.воздухгдеграниц,для)(

,сверхувоздухгдеграниц,для)(

,справавоздухгдеграниц,для)(

,слевавоздухгдеграниц,для)(

hggh

hggh

hggh

hggh

gh

YYa

YYa

XXa

XXa

b

 
 































22
2

22
1

)()(

)()(

hghg

q

hghg

g

gh

YYXX

l

YYXX

l

a

           

,

,

1

1













m

k
k

m

k
k

qg

qg

 























справа. воздух где границ, для

слева, воздух где границ, для

снизу, воздух где границ, для

сверху, воздух где границ, для

yg

yg

xg

xg

g

B

B

B

B

f

 




























m

k
k

m

k
k

g

qg

qg

1

2

1

1

. при      lg
2

, при      lg
2

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
x

yy

xx
arctgyy

yyxxxx
ba

J
B

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
y

xx

yy
arctgxx

yyxxyy
ba

J
B

 

,5,0              ,5,0

,5,0               ,5,0

21

21

llllll

llllll

byybyy

axxaxx




 
.llll abJ   

.,...,2,1    , zglJ gg   

     , ln
4

22

1

0
gg

z

g
g yyxxJA 




 


 

    ,
2 22

1

0

gg

g
z

g
gx yyxx

yy
JB









 


 

    .
2 22

1

0

gg

g
z

g
gy yyxx

xx
JB









 


 

.
dt

dJ

dJ

dФ

dt

dФ
e y

y

BCBC   

 































22
2

22
1

)()(

)()(

hghg

q

hghg

g

gh

YYXX

l

YYXX

l

a

           

,

,

1

1













m

k
k

m

k
k

qg

qg

 























справа. воздух где границ, для

слева, воздух где границ, для

снизу, воздух где границ, для

сверху, воздух где границ, для

yg

yg

xg

xg

g

B

B

B

B

f

 




























m

k
k

m

k
k

g

qg

qg

1

2

1

1

. при      lg
2

, при      lg
2

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
x

yy

xx
arctgyy

yyxxxx
ba

J
B

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
y

xx

yy
arctgxx

yyxxyy
ba

J
B

 

,5,0              ,5,0

,5,0               ,5,0

21

21

llllll

llllll

byybyy

axxaxx




 
.llll abJ   

.,...,2,1    , zglJ gg   

     , ln
4

22

1

0
gg

z

g
g yyxxJA 




 


 

    ,
2 22

1

0

gg

g
z

g
gx yyxx

yy
JB









 


 

    .
2 22

1

0

gg

g
z

g
gy yyxx

xx
JB









 


 

.
dt

dJ

dJ

dФ

dt

dФ
e y

y

BCBC   

 































22
2

22
1

)()(

)()(

hghg

q

hghg

g

gh

YYXX

l

YYXX

l

a

           

,

,

1

1













m

k
k

m

k
k

qg

qg

 























справа. воздух где границ, для

слева, воздух где границ, для

снизу, воздух где границ, для

сверху, воздух где границ, для

yg

yg

xg

xg

g

B

B

B

B

f

 




























m

k
k

m

k
k

g

qg

qg

1

2

1

1

. при      lg
2

, при      lg
2

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
x

yy

xx
arctgyy

yyxxxx
ba

J
B

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
y

xx

yy
arctgxx

yyxxyy
ba

J
B

 

,5,0              ,5,0

,5,0               ,5,0

21

21

llllll

llllll

byybyy

axxaxx




 
.llll abJ   

.,...,2,1    , zglJ gg   

     , ln
4

22

1

0
gg

z

g
g yyxxJA 




 


 

    ,
2 22

1

0

gg

g
z

g
gx yyxx

yy
JB









 


 

    .
2 22

1

0

gg

g
z

g
gy yyxx

xx
JB









 


 

.
dt

dJ

dJ

dФ

dt

dФ
e y

y

BCBC   

 































22
2

22
1

)()(

)()(

hghg

q

hghg

g

gh

YYXX

l

YYXX

l

a

           

,

,

1

1













m

k
k

m

k
k

qg

qg

 























справа. воздух где границ, для

слева, воздух где границ, для

снизу, воздух где границ, для

сверху, воздух где границ, для

yg

yg

xg

xg

g

B

B

B

B

f

 




























m

k
k

m

k
k

g

qg

qg

1

2

1

1

. при      lg
2

, при      lg
2

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
x

yy

xx
arctgyy

yyxxxx
ba

J
B

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
y

xx

yy
arctgxx

yyxxyy
ba

J
B

 

,5,0              ,5,0

,5,0               ,5,0

21

21

llllll

llllll

byybyy

axxaxx




 
.llll abJ   

.,...,2,1    , zglJ gg   

     , ln
4

22

1

0
gg

z

g
g yyxxJA 




 


 

    ,
2 22

1

0

gg

g
z

g
gx yyxx

yy
JB









 


 

    .
2 22

1

0

gg

g
z

g
gy yyxx

xx
JB









 


 

.
dt

dJ

dJ

dФ

dt

dФ
e y

y

BCBC   

 

                                    
(12)    

   (13)
      

  (14)
                            































22
2

22
1

)()(

)()(

hghg

q

hghg

g

gh

YYXX

l

YYXX

l

a

           

,

,

1

1













m

k
k

m

k
k

qg

qg

 























справа. воздух где границ, для

слева, воздух где границ, для

снизу, воздух где границ, для

сверху, воздух где границ, для

yg

yg

xg

xg

g

B

B

B

B

f

 




























m

k
k

m

k
k

g

qg

qg

1

2

1

1

. при      lg
2

, при      lg
2

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
x

yy

xx
arctgyy

yyxxxx
ba

J
B

 

    

  ,2

,ln)()1(
4

22
2

1

2

11

0














 

 





il

il
il

ililil
i j

ji
p

i ll

l
y

xx

yy
arctgxx

yyxxyy
ba

J
B

 

,5,0              ,5,0

,5,0               ,5,0

21

21

llllll

llllll

byybyy

axxaxx




 
.llll abJ   

.,...,2,1    , zglJ gg   

     , ln
4

22

1

0
gg

z

g
g yyxxJA 




 


 

    ,
2 22

1

0

gg

g
z

g
gx yyxx

yy
JB









 


 

    .
2 22

1

0

gg

g
z

g
gy yyxx

xx
JB









 


 

.
dt

dJ

dJ

dФ

dt

dФ
e y

y

BCBC   

 

  (15)

где x
l
, y

l
 — координаты центров обмоток;

a
l
, b

l
 — размеры обмоток.

Полные токи обмоток J
l
 равны

                                                   (16)

Поле, созданное вторичными источниками, рас-
считывается как поле системы точечных проводни-
ков, расположенных в центрах соответствующих 
участков. Величина тока одного проводника опре-
деляется выражением

                                         (17)

Расчёт поля системы точечных проводников вы-
полняем по формулам

                            (18)

 
                              (19)

                               (20)

Полное поле в конструкции и окружающем про-
странстве определяется после решения системы (7) 
наложением полей обмоток и системы точечных 
вторичных источников.

Программная реализация математической мо-
дели. Для получения численных результатов была 
составлена программа на языке высокого уровня, 
обеспечивающая ввод исходных данных и вывод их 
на печать, вычисление координат вторичных источ-
ников и расчёт начального приближенного значе-
ния связанных токов, а также итерационный счёт 
системы уравнений с заданной точностью. Разра-
ботаны подпрограммы  для определения векторного 
магнитного потенциала и составляющих индукции 
в заданных точках системы координат.
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Исходными данными являются начальные про-
ницаемости феррита и стали, координаты и раз-
меры границ, координаты и размеры сечений об-
моток, количества элементов границ и плотности 
токов обмоток управления.

С помощью программы на численной моде-
ли оценивалось влияние геометрии и места рас-
положения обмоток на величину индукции поля 
управления в ферритовом сердечнике. Выяснялось 
влияние на величину индукции соотношения про-
ницаемости феррита и стали.

Для определения эффективности верхних слоёв 
многослойной обмотки управления рассчитывалась 
конструкция, в которой имелся воздушный проме-
жуток между обмоткой и стальным магнитопрово-
дом. При величине промежутка 10 мм рассчитанная 
величина индукции в точке ферритового сердечни-
ка с координатами (36,0 мм; 43,5 мм) уменьшилась  
в пять раз по сравнению с вариантом расположе-
ния обмотки без воздушного промежутка.

Расчёт распределения поля управления по длине 
ферритового сердечника показывает, что значения 
индукции в центре и на краях отличаются в 1,4– 
1,5 раза. Этим фактом можно объяснить некоторое 
отличие коэффициентов перестройки МФВ при 
различных способах размещения обмотки сигнала 
на ферритовом сердечнике.

При соотношениях магнитных проницаемостей 
феррита и стали 

ф
 << 

c
 величина максимальной 

индукции поля управления в ферритовом сердеч-
нике слабо зависит от проницаемости 

ф
. На рис. 

2 приведена указанная зависимость при 
с
 = const  

и токе управления J
y
 = const. В свою очередь, 

дальнейшее увеличение 
с
 практически не влияет  

на эффективность системы подмагничивания.  
Из этого следует, что при определенной геометрии 
системы и относительно малой проницаемости фер-
рита стремление выбирать для магнитопровода ма-
териал с наибольшей доступной магнитной прони-
цаемостью неоправданно.

Для определения влияния рассеянного поля 
управления МФВ на магниточувствительные эле-
менты, а также для оценки его мешающего воз-
действия на близкорасположенные электрические 
цепи можно вычислить магнитный поток взаимо-
действия. Магнитный поток Ф

ВС
  равен

Ф
ВС

 = l(A
B
 – A

C
),                       (21)

где A
B
, A

C
 — векторные магнитные потенциалы  

в точках В и С (B, C — проекции на плоскость Z = 0 

проводников близкорасположенной электрической 
цепи);

l — длина проводников близкорасположенной 
электрической цепи по оси Z.

Численно определив зависимость Ф
ВС

(J
y
) и зная 

функцию J
y
(t) при перемагничивании, можно рас-

считать наведённую э.д.с. в контуре, образованном 
проводниками В и С, на основе закона электромаг-
нитной индукции

                      .              (22)

Экспериментальная проверка. Для эксперимен-
тальной проверки точности разработанной модели 
и программы были проведены измерения рассеян-
ного стационарного поля управления в различных 
точках окна магнитопровода. Погрешность измери-
теля магнитной индукции Ш1-15У   на малых пре-
делах измерения не превышает 10 %. В отсутствии 
ферритового сердечника рассчитанное значение 
индукции в центре зазора между полюсами магни-
топровода составило 9,3∙10–4 Тл при плотности тока 
управления 0,2 А/мм2. Измеренное значение — 
1,05∙10–3 Тл. При наличии ферритового сердечника 
(рис. 1) расчёт индукции в центре окна магнитопро-
вода дал значение 3,1∙10–3 Тл при плотности тока  
0,6 А/мм2. Измеренное значение 3,5∙10–3 Тл. Срав-
нение показывает удовлетворительное совпадение 
расчётных и экспериментальных результатов.

Выводы. Отметим некоторые особенности раз-
работанного метода. Введение в расчётную модель 
границ второго типа (второго магнитного матери-
ала) существенно ухудшает сходимость итераци-
онного процесса при решении системы линейных 
уравнений. По сравнению с конструкцией, где 
имелся только один магнитный материал, сходи-
мость ухудшилась почти в три раза. При решении 
задачи примерно одинаковой сложности по числу 
точечных источников на границах в нашем случае 
требуется 17–18 итераций против 5–6 итераций 
для одного магнитного материала. Соответственно 
возрастает время счёта на ЭВМ.

Кроме того, линейная модель справедлива лишь 
для слабых управляющих полей. Результаты расчёта 
и эксперимента начинают расходиться  при боль-
ших токах управления, когда электромагнитные 
процессы, происходящие в устройстве, соответству-
ют нелинейным участкам характеристик материа-
лов. Попытка аппроксимации нелинейных характе-
ристик кусочно-линейными приводит к кратному 
увеличению времени счёта, так как требуется по-
следовательный счёт каждого участка характери-
стики. Описанный метод и программа позволяют 
получать приближенную картину распределения 
поля управления в конструкции МФВ и окружаю-
щем пространстве, если конструкция может быть 
представлена плоскопараллельной моделью. 

На основе расчёта поля можно выполнять пара-
метрический синтез конструкции цепи управления 
и оценивать её мешающее воздействие на окру-
жающие электрические цепи (например, близко- 
расположенные проводники или дорожки печатных 
плат).
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 Рис. 2. Зависимость максимальной индукции поля
 управления в ферритовом сердечнике 

от проницаемости ф при с = const и Jy = const
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