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ПРЕСЛЕДОВАНИЕ 
НА ПЛОСКОСТИ ОБЪЕКТАМИ, 
СХОДЯЩИМИ С ТРАЕКТОРИИ 
ЗАЩИЩАЮЩЕГОСЯ ОБЪЕКТА,
С МОДЕЛИРОВАНИЕМ 
ОБЛАСТИ ОБНАРУЖЕНИЯ
В данной статье производится описание модели преследования одиночной 
цели методом погони группой объектов. Все объекты, участвующие в мо-
дели преследования, движутся с постоянной по модулю скоростью. Пресле-
дующий объект движется по определенной траектории и выпускает через 
заданные промежутки времени объекты, задачей которых является настиг-
нуть цель методом погони. Выпускаемые объекты обладают ограничениями  
на кривизну траектории движения. Перед одиночной целью, в свою очередь, 
поставлена задача — настигнуть преследователя методом параллельного 
сближения. Для каждого преследующего объекта сформирована область об-
наружения. Область обнаружения образуется двумя лучами. Вектор скорости 
объекта является биссектрисой угла, образованного такими лучами. Если цель 
попадает в область обнаружения, то объект начинает преследование методом 
погони. Если цель выходит из области обнаружения, то объект совершает 
равномерное и прямолинейное движение. Задачей является реализация ди-
намической модели множественного группового преследования, где каждый 
объект имеет свои задачи, реализуемые методом погони. Модель разрабо-
тана с использованием систем компьютерной математики. По результатам 
исследований были созданы анимированные изображения. В качестве при-
мера, где могла бы быть востребована модель, разработанная в статье, мож-
но привести следующее. Рассмотрим движение маломаневренного объекта, 
который догоняет более скоростная цель. В качестве средств защиты вместо 
выпуска пассивных тепловых ловушек предлагается сброс множества авто-
номно управляемых средств поражения. Анализ существующих исследований 
показал, что подобных средств защиты летательных аппаратов не существует. 
Моделирование производилось на плоскости, препятствий для моделирования 
в пространстве нет. Результаты исследований могут быть востребованы при 
проектировании беспилотных летательных аппаратов с элементами автоном-
ного управления и искусственного интеллекта.

Ключевые слова: параллельное преследование, метод погони, цель, пресле-
дователь, траектория, коррекция.

Введение. Методы погони и параллельного сбли-
жения, а также пропорционального сближения яв-
ляются широко применяемыми методами наведе-
ния летательных аппаратов. 

В данной статье предлагается к рассмотрению 
модель группового преследования, когда пресле-
дователь движется по определенной траектории. 
Цель сближается с преследователем по методу па-
раллельного сближения. С траектории преследова-
теля выпускаются через определенные промежутки 

времени объекты, которые будут преследовать цель  
по методу погони. Такая модель в статье приве-
дена в качестве примера. Цель может сближаться  
с преследователем методом погони, методом парал-
лельного сближения или пропорциональным мето-
дом. Преследователь имеет малую маневренность,  
но выпускает объекты, имеющие возможность са-
монаведения. В модели, рассмотренной в данной 
статье, самонаводящиеся объекты выпускаются 
перпендикулярно траектории преследователя.
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Модель, представленная в данной статье, имеет 
целью показать не преимущества методов погони, 
параллельного и пропорционального сближения,  
а показать возможность согласованного группового 
достижения целей. Причем особенностью является 
автономное управление средств защиты. То есть 
принятие решения о том, кого преследовать, как 
преследовать и что делать при достижении цели, 
ложится на преследующее устройство. В этом слу-
чае остро встает вопрос о системе распознавания 
цели. В военной авиации распространена система 
распознавания «свой - чужой», поэтому для иденти-
фикации целей в нашей модели был бы желателен 
такой же признак. 

Модель, рассмотренная в статье, может быть 
перенесена в системы виртуальной реальности  
с различными сценариями, с различными целями  
и стратегиями преследования. Особенностью моде-
ли является согласованность группового поведения.

В данной статье производится описание мо-
делирования группового преследования. Ранее 
в работах Р. Айзекса [1], Л. О. Петросяна [2],  
Н. Н. Красовского [3] приводилось описание ме-
тодов параллельного сближения и погони, вводи-
лось понятие терминального множества. В статьях  
А. С. Банникова [4], М. В. Хачумова [5, 6] рас-
сматривались алгоритмические аспекты группо-
вого преследования. В работах Т. Г. Абрамянца,  
Е. П. Маслова, В. П. Яхно [7], П. Б. Гусятников [8–
10] рассматривались вопросы уклонения в трех-
мерном пространстве. В статье А. В. Богданова,  
А. А. Филонова, А. А. Ковалева, А. А. Кучина,  
И. В. Лютикова [11] обсуждались методы само-
наведения истребителей и ракет класса «воздух-
воздух» на групповую воздушную цель. В работе  
С. Н. Никитченко, А. А. Бассауэра [12] рассматрива-
лись вопросы взаимного преследования воздушных 
целей. В статье Л. И. Кузьминой, Ю. В. Осипова [13] 
рассматривался расчет длины траектории в задачах 
преследования.

В модели, рассмотренной в данной статье, пре-
следующие объекты сходят перпендикулярно  
с траектории преследователя. Угол схода может 
быть любым. Сходы с траектории в модели выбра-
ны последовательные и через равные промежутки  
времени. 

У каждого преследующего объекта сформиро-
вана область обнаружения. В модели, для приме-
ра, область сформирована в виде угла с вершиной  
в точке нахождения объекта. Биссектриса данного 
угла совпадает с направлением скорости объекта. 

Постановка задачи. Рассмотрим движение пре-
следователя по определенной траектории на пло-
скости:

                                        .

В момент времени t
n
 с траектории преследовате-

ля срывается объект в направлении:

 .                 (1)

На рис. 1 показано, что в модели, рассматрива-
емой в статье, с траектории преследователя отры-
ваются перпендикулярно пять объектов, которые 

после отрыва будут двигаться равномерно и прямо-
линейно со скоростью, равной по модулю V

G
.

Рис. 1 дополнен анимированным изображением 
[14], где можно будет посмотреть, как с траектории 
преследователя через определенные промежутки 
времени отделяются объекты G

n
(t).

Моделирование производится на участке пло-
скости [–60:130][0:190]. Измерение производится 
в метрах. Преследователь движется с постоянной  
скоростью V

P
 = 20 м/c. Объекты, которые сры-

ваются перпендикулярно с его траектории, имеют 
скорость V

G
 = 40 м/c.

На рис. 2 показана сеть параллельных линий. 
Как видим, начальные положения преследователя  
и цели, начальная скорость преследователя опреде-
ляют весь ход итерационного процесса. Траектория 
преследователя полностью и однозначно определя-
ет траекторию цели.

Цель T(t) преследует P(t) по методу параллель-
ного сближения. Рис. 2 дополнен анимированным 
изображением [15], где можно будет посмотреть 
движение на плоскости цели и преследователя.

На рис. 2 показана траектория цели T(t), движу-
щейся равномерно с модулем скорости V

T
 = 25 м/c.

Задача, которую мы поставили в данной статье, 
состоит в том, чтобы произвести моделирование 
траекторий объектов G

i
(t), преследующих цель T(t), 

используя метод погони.
Теория и результаты экспериментов
1. Методы параллельного сближения и коррек-

ции при погоне
Метод параллельного сближения схематично 

можно изобразить так, как показано на рис. 3а, ког-

Рис. 1. Моделирование движения объектов, сходящих 
перпендикулярно с траектории преследователя

Рис. 2. Моделирование траектории цели, движущейся 
к преследователю методом параллельного сближения
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да цель T(t) приближается параллельно к преследо-
вателю Р(t).

Следуя итерационной схеме, изображенной  
на рис. 3а, шаг траектории цели T

i+1
 удовлетворяет 

решению системы уравнений (2) относительно па-
раметра h:

 .                  (2)

Следующий шаг цели T
i+1 

 принадлежит окруж-
ности радиуса 
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, с центром в точке предыду-
щего месторасположения T

i
. В то же время точка 

следующего положения T
i+1 

 принадлежит прямой 
линии 
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 (рис. 3а).
В методе погони вектор скорости того объекта, 

который догоняет, всегда направлен на объект, ко-
торого догоняют.

В нашем случае это не так. Пусть догоняющий 
объект находится в некоторый момент времени t

i
  

в точке G
i
, имея при этом вектор скорости 
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(рис. 
3б). Через промежуток времени ∆t догоняющий 
объект совершает поворот на угол ω

G
∆t и переме-

щение на расстояние V
G
∆t, где ω

G
 — угловая часто-

та вращения догоняющего объекта. Угловую часто-
ту вращения можно трактовать как:

                                      ,          

где R
G
 — есть минимальный радиус кривизны тра-

ектории догоняющего объекта, то есть ограничение 
по кривизне.

2. Функция схода догоняющих объектов с тра-
ектории преследователя

Рассмотрим функцию движения догоняющих 
объектов G

n
 (рис.1), когда они до наступления мо-

мента времени t
n
 движутся по траектории преследо-

вателя P(t). Если в момент времени t
n
 направление 

изменяется на направление N(t
n
), указанное в (1),  

то координаты объекта G
n
 определяются следую-

щим образом:

                                                       
                                                     .

По результатам моделирования процесса груп-
пового преследования объекта методом погони 
была написана программа в системе компьютерной 
математики, результаты работы которой показаны 
на рис. 4

Также было изготовлено анимированное изо-
бражение группового преследования одиночной 
цели объектами, которые сходят перпендикулярно 
через определенные промежутки времени с траек-
тории преследователя [16].

3. Формирование области слежения у преследу-
ющих объектов

Формирование области слежения объектами G
n
 

за целью T производится следующим образом.  Соз-
дается локальная система координат (E

1
G

i
E

2
) (рис. 5), 

где G
i 
— точка нахождения преследующего объекта 

в момент t
i
. Вектор абсцисс 
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вектору скорости 
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. Соответственно, вектор ор-
динат 
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 ортогонален вектору скорости 
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.
Область слежения задается углом величиной 2α, 

направление вектора скорости 
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 является бис-
сектрисой этого угла. В системе координат (E

1
G

i
E

2
) 

определятся векторы V
1
 и V

2
, задающие область сле-

жения:

                                    а                         б

Рис. 3. Методы параллельного сближения и коррекции при погоне

Рис. 4. Процесс преследования цели группой 
объектов методом погони

Рис. 5. Формирование области слежения
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Перевод координат точки цели T
i
 осуществляет-

ся по формулам:

                                            .

Если угол φ между векторами 
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меньше α, то цель T в момент времени t

i
 находится  

в области слежения преследующего объекта. Угол 
φ равен:

                                                .

4. Модель поведения преследующего объекта
Моделирование углов слежения у преследую-

щих объектов G
n
 в мировой системе координат (H

1 

H
2
) сводится к преобразованию векторов 
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из системы координат (E

1
G

i
E

2
) в мировую.

Преобразование векторов 
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 из системы 
координат (E

1
G

i
E

2
) в мировую (H

1 
H

2
) выглядит так:

                                                  ,

                                           .

На рис. 6 показано, как сформированы области 
слежения у преследующих объектов, рис. 6 допол-
нен анимированным изображением [17]. На рис. 
5 преследующие объекты догоняют цель методом 
погони без изменения поведения в зависимости  
от того, входит ли цель в область слежения. Об-
ласти слежения отображены для каждого объекта. 
Также отображены линии визирования, соединяю-
щие преследующий объект с целью.

Рассмотрим поведение преследующего объекта. 
На рис. 7 показано, что, если в некоторый мо-

мент времени цель не входит в область обнаруже-
ния, преследующий объект совершает движение  
по прямой линии. Если цель вошла в область об-
наружения, то поведение преследующего объекта 
соответствует методу погони. Рис. 6 дополнен ани-
мированным изображением [18].

Обсуждения экспериментов. В моделировании 
процесса преследования в данной статье использо-
вался метод погони объектами, сходящих перпенди-
кулярно с траектории преследователя. В модели, опи-
санной в статье, нет препятствий для замены метода 
погони на метод параллельного сближения для до-
гоняющих объектов, а сход перпендикулярный тра-
ектории преследователя заменить на сход по каса-
тельной. По результатам исследований, изложенных  
в данной статье, произведено моделирование в пря-
моугольной области [–60:130][0:190], измерение  
в метрах.

На рис. 8 представлены результаты моделирова-
ния. Скорость преследователя — 20 м/с, скорость 

цели — 20 м/с, скорость преследующих объек- 
тов — 60 м/с, радиус кривизны траектории пре-
следователя не должен быть меньше 50 м, цель со-
вершает преследование по методу параллельного 
сближения, радиус кривизны траекторий преследу-
ющих объектов не должен быть меньше 10 м. Пре-
следующие объекты сходят перпендикулярно с тра-
ектории преследователя через равные промежутки 
в 0,02 с. Рис. 7 дополнен анимированным изображе-
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 Рис. 6. Динамические области слежения 
преследующих объектов

Рис. 7. Цель вне зоны обнаружения

Рис. 8. Модель группового преследования
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нием [19], где можно будет ознакомиться с резуль-
татами такого группового преследования.

В моделировании, представленном в данной ста-
тье, все объекты, выпущенные с траектории, дости-
гают цели. Данный результат зависит от нескольких 
факторов. От угла зоны обнаружения, от скоро-
сти движения преследующих объектов, от значе-
ния минимального радиуса кривизны траекторий  
объектов. 

Очевидным является то, что, если скорость пре-
следователя выше, чем скорость цели, и цель стре-
мится к правилу, чтобы ее скорость была сона-
правленна к линии визирования, а преследователь 
стремится к цели так, чтобы скорость тоже была со-
направлена с линией визирования, процесс пресле-
дования выродится в движение по прямой линии. 
Рано или поздно преследователь настигнет цель. 
Возможностью избежать поимки преследователем 
для цели в рассматриваемой модели является выход 
из  области угла обнаружения преследователя. Оче-
видно, что чем меньше расстояние до преследовате-
ля, тем меньше шагов для цели потребуется, чтобы 
покинуть область обнаружения.

Для преследующего объекта гарантированным 
результатом достижения цели было бы перейти  
на направление движения, вектор которого был 
бы сонаправлен вектору скорости движения цели.  
По результатам работы программы оформлено сви-
детельство о государственной регистрации про-
граммы для ЭВМ № 2020614336 «Моделирование 
траекторий от преследователя до цели с ограниче-
ниями на кривизну и с заданными краевыми усло-
виями» [20]. 

Выводы. Результаты исследований, полученные 
в данной статье, могут быть  использованы при раз-
работке беспилотных летательных аппаратов с ав-
тономным управлением, оснащенных элементами 
искусственного интеллекта. Кроме того, они могут 
быть использованы при спутниковом наведении 
барражирующих снарядов.
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