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РАСЧЕТ КУЛАЧКОВ 
ВОГНУТОГО ПРОФИЛЯ 
В СИСТЕМЕ MATHCAD
В статье показаны особенности кулачка вогнутого профиля, приведена 
методика кинематического расчета толкателя при его движении по во-
гнутой и закругленной поверхности. Уточнена формула для определения 
величины скорости толкателя на вогнутой поверхности кулачка. Пред-
ложена методика определения центра координат для радиуса вогну-
той поверхности кулачка. Для увеличения скорости движения плунжера  
и интенсификации процесса впрыска топлива в насосах высокого давления 
малооборотных дизелей рекомендуется применять кулачки с вогнутым 
профилем. Выполнен расчет с использованием системы MATHCAD хода, 
скорости и ускорения толкателя в зависимости от угла поворота кулач-
кового вала. С использованием программы MATHCAD для кулачков с во-
гнутым профилем построены графики подъема толкателя, изменения его 
скорости и ускорения.
Ключевые слова: механизмы двигателя, вогнутый кулачок, вывод фор-
мул, расчет кинематики толкателя, программа MATHCAD, графики.

В современной технике широкое применение 
получили механизмы, которые служат для пре-
образования вращательного движения кулачко-
вых валов в поступательное движение клапанов 
механизма газораспределения двигателей вну-
треннего сгорания, плунжеров насоса высоко-
го давления, толкателей. Профилируют кулачки  
с использованием окружностей различных ра-
диусов, которые расположены на определенном 
расстоянии друг от друга, применяя прямые ли-
нии, выпуклые или вогнутые дуги. «В двухтакт-
ных судовых двигателях с прямоточно-клапанной 
продувкой устанавливают один распределитель-
ный вал с кулачковыми шайбами вогнутого про-
филя для насоса высокого давления и для выпуск-
ных клапанов» [1, с. 38]. При реверсе двигателя 
(изменение направления вращения коленчато-
го вала) эти шайбы (кулачки) поворачиваются  
в одну сторону.

На рис. 1 показана нижняя часть насоса вы-
сокого давления судового двигателя фирмы RTA 
Зульцер (Швейцария) с вогнутым профилем ку-
лачка. У двухтактного дизеля Зульцер RTA96C 
мощность равна 65880 кВт, число цилиндров 12, 

диаметр поршня 96 см, ход поршня 250 см, ча-
стота вращения коленчатого вала 100 мин–1 [2, 
с. 348]. Цикловая подача топлива для одного ци-
линдра на режиме номинальной мощности равна 
163 см3.

Для тихоходных дизелей с целью увеличения 
скорости подъема плунжера насоса высокого 
давления и интенсивной подачи топлива в каме-
ру сгорания рекомендуется применять кулачки 
вогнутого профиля с увеличенной крутизной. 
При интенсивной подаче топлива повышается 
давление топлива (мазута) перед распыливающи-
ми отверстиями форсунки, уменьшается продол-
жительность впрыска, улучшается распыливание 
топлива, снижается расход топлива и токсич-
ность отработавших газов. По внешнему виду 
кулачки, которые используют в системах и ме-
ханизмах двигателей внутреннего сгорания, бы-
вают тангенциальные, выпуклые и вогнутые. Во-
гнутый профиль кулачка применяют для подъема 
плунжера насоса высокого давления с использо-
ванием роликовых толкателей.

Исследованию вопросов моделирования ку-
лачковых механизмов посвящен ряд работ как 
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отечественных, так и зарубежных авторов.  
И. А. Халилов и А. С. Иманов, описывая свой 
метод профилирования выпуклых кулачков, го-
ворят о том, что «для обеспечения контактной 
прочности высшей кинематической пары кула-
чок–толкатель необходимо профилировать ку-
лачок с заданной кривизной», отмечая при этом, 
что «кривая профиля кулачка может быть полу-
чена из решения дифференциального уравнения 
кривизны» [3, с. 127]. А. В. Васильев, Ю. С. Бах-
рачёва и У. Каборе обращают внимание на «пре-
имущества численного метода профилирования 
кулачков с верхним выстоем толкателя по срав-
нению с традиционными … при наличии ограни-
чений на радиус кривизны профиля и контактное 
напряжение в сопряжении кулачок-толкатель» 

[4, с. 96]. Результаты, полученные авторами, сви-
детельствуют о том, что разработанный ими ме-
тод «позволяет на основе единого подхода проек-
тировать предельные по эффективности кулачки 
с учетом различных ограничений на их харак-
теристики» [4, с. 101]. В работе В. Г. Муфтее-
ва (с соавт.) на основе функционала программ-
но-методического комплекса FairCurveModeler 
разработаны методы моделирования профиля 
кулачка, которые, по словам авторов, способны 
обеспечить «современные требования к геоме-
трии профиля кулачка: метод геометрического 
моделирования профиля кулачка высокого каче-
ства по параметрам плавности: высокий порядок 
(до 9-го порядка) гладкости с плавным измене-
нием кривизны и с фиксированными участками, 
геометрически точно совпадающими с дугами 
окружностей» [5, с. 54]. 

Попытка графического построения различ-
ных типов профилей кулачков представлена  
в научной работе Anindya Ghosh [6]. В исследо-
вании H. Abderazek, A. R. Yildiz, S. Mirjalili рас-
смотрено «применение семи алгоритмов мета-
эвристической оптимизации для автоматизации 
проектирования дискового кулачкового меха-
низма с направляющим роликовым толкателем 
в соответствии с четырьмя законами движения 
толкателя» [7]. Авторами сформулирована зада-
ча оптимальной конструкции кулачка с учетом 
трех целей, «включая минимальную перегрузку, 
максимальную производительность и максималь-
ную прочность кулачка», а также проанализиро-
вано «влияние выбора закона движения следя-
щего устройства на оптимальную конструкцию 
механизма» [7]. F. Gao, Y. Liu, W. Liao в своей 
работе предлагают удобный метод проектирова-
ния профиля кулачка для кулачково-пружинного 
механизма, включающий в себя анализ модели  
с учётом силы трения; проведение на основе этой 
модели различных процессов вывода для полу-
чения выражения крутящего момента пружи-
ны; вывод аналитического решения уравнения  
и дальнейшее формирование на его основе про-
филя кулачка [8]. 

Согласно исследованиям, проведенным ав-
торами, «профиль кулачка, созданный мето-
дом прямого вывода, может точно имитировать 

Рис. 1. Вид нижней части насоса высокого давления 
судового двигателя RTA Зульцер: 

1 — распределительный вал; 2 — корпус насоса; 
3 — ролик толкателя; 4 — толкатель плунжера насоса; 

5 — пружина возвратная; 6 — механизм подъема  
плунжера (ручное выключение насоса); 

7 — кулачок вогнутого профиля

Рис. 2. Кулачок с вогнутым профилем 
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желаемые характеристики крутящего мо- 
мента» [8].

В работах [9, 10] авторами настоящей статьи 
предложен кинематический анализ кулачков тан-
генциального и выпуклого профилей. Продолжая 
начатое исследование кулачковых механизмов, 
произведем кинематический расчет кулачков во-
гнутого профиля.

1. Аналитический и графический расчет ку-
лачка с вогнутым профилем.

Исходные данные:
1. Радиус начальной окружности, R

1
 = 20 мм 

(рис. 2).
2. Радиус дуги (закругления) вершины кулач-

ка, R
2
 = 10 м (выбран из конструктивных сооб-

ражений [11, с. 503] ).
3. Радиус боковой дуги вогнутого кулачка R

3
=

 

= 50 мм (выбран из конструктивных сообра- 
жений). 

4. Радиус роликого толкателя R
р
 = 10 мм.

5. Максимальный ход роликового толкателя, 
h

max
 =10 мм.
6. Угол от оси Y начала подъема толкателя  

(до точки А) φ
н
 = 38°.

7. Угол ϴ = 52° высоты подъема толкателя.
8. Максимальный угол φ

1mах
 = 22° движения 

толкателя на участке вогнутого профиля кулачка 
от точки А до точки Б.

9. Максимальный угол φ
2mах

 = 30° движения 
толкателя на участке закругления профиля вер-
шины кулачка от точки Б до точки С.

Для определения положения центра коорди-
нат радиуса боковой дуги вогнутого кулачка R

3 
= 

=50 мм поступаем следующим образом: 
1. Определяем радиус вспомогательной 

окружности R
4
, выходящей из центра О

1
: R

4
 =  

=R
3 
+ R

1
 = 50 +20 = 70 мм.

2. Определяем радиус другой вспомогатель-
ной окружности R

5
, выходящей из центра О

2
:  R

5 
= 

= R
3
 + R

2
 = 50 +10 = 60 мм.

3. Из центра О
1
 радиусом R

4
 = 70 мм прово-

дим дугу. Дополнительно проводим дугу из цен-
тра О

2
 радиусом R

5
 = 60 мм. Точка пересечения 

двух дуг и есть центр окружности О
3
 радиуса бо-

ковой дуги выпуклого кулачка R
3
 = 50 мм. При 

помощи радиуса R
3
 = 50 мм делаем плавное со-

пряжение двух окружностей с радиусами R
1
 = 

=20 мм и R
2 
= 10 мм.

В точке А (контакт наружной поверхности ро-
лика толкателя с поверхностью кулачка) высота 
подъема толкателя равна нулю. 

При движении толкателя по вогнутой поверх-
ности от точки А до точки Б начинается его подъ-
ем (22°). Высоту подъема толкателя при повороте 
кулачкового вала от φ

1
 = 0° до 22° (первый уча-

сток) определим по формуле [12, с. 453]

 ,     (1)

где коэффициент 

 

 p11
22

1

311

sin1
1

cos RRk
k

RRh
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




 
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р3

31 





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
RR

RR
k  

 
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8139,006,31
75,1

1
927,050201


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



  h

 

    мм01020
75,1

1
150201 






  h  

  

    р1
2max1

22

2max1

2

sin1
1

cos
RR

ah


























θ

θ
 

 3022521max1  

 

   р1
21

22

21

2 sin1
1

cos
RRah 





















  

    р12max12 cos2 RRah  θ  

 3022521max1  

   р1212 cos2 RRah  θ  

  
  мм64,430866,0401020

02252cos2022


 h

 

t  

dt

d
  

6,104
30

100014,3

30






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n
 

    thhh   

, 

R
р
=10 мм — радиус ролика.
Определим по формуле (1) величину Δh

1
 при 

φ
1
 = 22° (cos 22° = 0,927, sin 22° =0,374).

                                            . 

При φ
1
 = 0°, с учетом формулы (1) величина 

Δh
1
 ≈ 0 мм:

                                                          .

Второй участок начинается от точки Б до точ-
ки С, угол φ

2max
 на нем равен 30°. Это участок 

скругления радиусом R
2
 = 10 мм вершины кулач-

ка. Отчет φ
2mах

 = 30° начинается от точки Б (φ
2
 = 

=0°) до точки С (φ
2
 = 30°).

Выше точки Б начинается сопряжение вогну-
той линии и дуги. Угол поворота соответствует 
качению ролика по дуге окружности радиуса R

2 

до точки максимального подъема толкателя.
Приращение хода толкателя на втором уча-

сток (закругления вершины кулачка) определяет-
ся по формуле [13, с. 288]

 , (2)

где а = 20 мм — расстояние от центров окруж-
ностей радиусом R

1
 и R

2
; λ — постоянный коэф-

фициент, зависящий от принятых размеров ку-
лачка.

Обозначив 
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, пе-
репишем формулу (2) в виде

 . (3)

Коэффициент λ зависит от межцентрового 
расстояния а, радиуса вершины кулачка R

2
, ради-

уса ролика R
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2
=0° (точка Б) по формуле (5) получим

                                                    .
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По формулам (1) и (5) увеличение хода центра 
ролика при его движении соответственно по во-
гнутой линии от точки А до точки Б и от точки Б 
до точки С будет примерно одинаковым (4,67 мм 
и 4,64 мм. В точке Б величина Δh

1
 ≈ Δh

2
. Это по-

ясняет то, что формула для определения высоты 
подъема толкателя от точки Б до точки С выбрана 
правильно. Для определения скорости толкателя  
на каждом участке продифференцируем по вре-
мени t функцию перемещения (хода) толкателя, 
заданную формулами (1) и (3) на соответствующих 
участках движения. Учтём при этом зависимость 
угла поворота толкателя φ от времени t: 
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 — угловая скорость вращения кулач-

кового вала в рассматриваемый момент времени  

(в нашем примере 
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 с–1).  

Тогда функция 
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— для вогнутого участка и, соответственно, 

для участка с закруглением

 
Таким образом, формулы для нахождения 

скорости толкателя на вогнутом участке (ϑ
1
)  

и участке с закруглением (ϑ
2
) имеют вид

 .(7)

Если в формулу (7) подставить угловую ско-
рость ω=104,6 1/с, R

1
=20 мм, R

3
=50 мм, k =1,75, 

sin 22° = 0,374, то величина ϑ = 3,14 м/с.

 ,(8)
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.  

Для нахождения ускорения (j) на каждом 
участке, по аналогии с нахождением скорости, 
продифференцируем по времени функцию ско-

рости, учитывая, что 
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. 

На прямолинейном участке продифферен-
цируем функцию скорости, заданную уравне- 
нием (7).

 
Таким образом, на вогнутом участке ускоре-

ние толкателя  кулачка определяется по формуле
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 с–1, k = 1,75.

Аналогично приходим к формуле для нахож-
дения ускорения толкателя на участке с закру-
глением, продифференцировав по переменной t 
функцию скорости, заданную уравнением (8),

 
Продифференцировав по переменной φ

2
 вы-

шеуказанное выражение, путем преобразований 
получим формулу для нахождения ускорения 
толкателя вогнутого кулачка на участке с закру-
глением
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 с–1.

В настоящей работе для случая λ=1 на за-
круглённом участке вершины кулачка получим 
следующие расчетные формулы пути, скорости 
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 .            (13)

В точке Б происходит переход вогнутой ли-
нии в выпуклую (закругление вершины кулачка) 
и для уточнения формулы (12) в нее вводится по-
правочный коэффициент ψ =1,5

 .          (14)

 .            (15)

В табл. 1 представлены результаты расчета 
хода, скорости и ускорения толкателя для выпу-
клого кулачка на участках 1 и 2 (для случая λ=1).

На втором участке закругления вершины ку-
лачка скорость подсчитывалась по уточненной 
формуле (15).

Участок (22°–52°), или 0°–30° начинается  
от точки Б и продолжается до точки С. В точке Б 
начинается расчет второго участка (закругление 
вершины кулачка). Ход толкателя в конце перво-
го участка (вогнутого профиля) при 22°, опреде-
ленный по формуле (1), должен совпадать со зна-
чением, полученным по формуле (11) для начала 
второго участка (для φ

2
 = 0°). Расчет начинают  

с φ
2
 = 0°, 5°, 10° и т. д. до 30°. Угол поворота ку-

лачкового вала (φ
п
) на первом участке (0°–22°),  

на втором (22°–52°), или 30°.
По данным табл. 1 построен график (рис. 3) 

хода толкателя (сплошная линия) и скорости 
(прерывистая линия) в зависимости от угла по-
ворота вала для кулачка с вогнутым профилем.

2. Расчет кулачка с вогнутым профилем  
в системе MATHCAD. При решении задач, свя-
занных с проектированием кулачковых механиз-
мов используются различные программные сред-
ства. Одним из таких средств выступает система 
MATHCAD. Возможности применения MATHCAD  
в решении технических задач, в том числе за-
дач кинематического расчёта кулачков различно-
го профиля, представлены в работах [9, 10, 14, 
15]. Ниже приведен пример кинематического 
расчёта кулачка с вогнутым профилем в системе 
MATHCAD.

2.1. Исходные данные.
R

1
: =20 мм; R

2
: =10 мм; R

3
: =50 мм; R

р
: =10 мм;  

а: =20 мм; 

h
Tmax

: =10 мм; h
max

: =10 мм; 
φ

н
: = 38 град; φ

1max
: = 22 град; φ

2max
: = 30 град; 

: =52 град;
: =3,142; : =104,6 1/с — угловая скорость 

вращения вала кулачка;

Коэффициент 
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.

2.2. Расчёт высоты подъёма толкателя.
А. Высота подъёма толкателя на первом 

участке АБ (рис. 2) при повороте кулачкового 
вала от 0° до 22° (вогнутый участок)

                                                        .

Для обобщения всех дальнейших расчётов 
перейдём к углу поворота кулачка φ.

φ: =0, 5, … 22
φ=     h

1
(φ)=
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5         0,202
10        0,828
15        1,954
20        3,737
22        4,699
Б. Высота подъёма толкателя на втором 

участке ББ’ при повороте кулачкового вала от 22° 
до 82° (участок с закруглением)
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Таблица 1

Изменение хода, скорости и ускорения толкателя от кулачка с вогнутым профилем

Вогнутый участок Криволинейный участок

φ
р1
,° h

1
, мм ϑ

1
, м/с j

1
, м/с2 φ

р2
,° (φ

п
,°)1 h

2
, мм ϑ

 2
, м/с j

 2
, м/с2

0 0 0,00 574,41 0 (22) 4,64 3,13 –379,00

5 0,19 0,49 604,40 5 (27) 6,24 2,65 –396,51

10 0,85 1,03 699,11 10 (32) 7,56 2,14 –411,40

15 1,96 1,70 872,87 15 (37) 8,60 1,62 –422,77

20 3,76 2,64 1167,64 20 (42) 9,36 1,08 –431,08

22 4,67 3,14 1344,32 25 (47) 9,84 0,51 –435,90

30 (52) 10,00 0,00 –437,65

(ϕ
п 
, ° ) — угол поворота кулачкового вала относительно оси, в градусах

Рис. 3. Зависимость хода и скорости толкателя 
от частоты вращения 

вала кулачка с вогнутым профилем
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φ: = 22, 27, … 82 (в табл. 1 этот угол соответ-
ствует углу φ

п
  — угол поворота кулачкового вала 

относительно оси)        
а=20
h

max
: =10    =52    

h
2
(φ): = 2аcos[(φ)deg]–(R

1
+ R

р
)

φ=       h
2
(φ)=      φ=      h

2
(φ)=

22        4,64          57        9,848
27        6,251        62        9,392
32        7,587        67        8,637
37        8,637        72        7,587
42        9,392        77        6,251
47        9,848        82        4,64
52        10
B. Высота подъёма толкателя на третьем 

участке Б’A’ при повороте кулачкового вала  
от 82° до 104° (вогнутый участок)

φ: =84, 89, …, 104   
φ=      h

3
(φ)=

84       3,736
89       1,954
94       0,828
99       0,202
104       0
Пусть φ: = 0 .. 104. Объединение трёх гра-

фиков подъёма толкателя в один осуществляется  
с использованием программного модуля Add 
Line”

 

На рис. 4 представлен график хода толкателя 
для вогнутого кулачка.

2.3. Расчёт скорости толкателя.
А. Скорость толкателя на первом участке АБ 

(вогнутый участок) при изменении угла поворота 
кулачка от 0° до 22°

φ: = 0, 5,.. 22.

                                                         .

φ=     υ
1
(φ)=

0        0
5        0,488
10      1,029
15      1,698
20      2,637
22      3,152
Б. Скорость толкателя на втором участке ББ’ 

при повороте кулачкового вала от 22° до 82°
φ: = 22, 27, .. 82 (в табл. 1 этот угол соответ-

ствует углу φ
п
 — угол поворота кулачкового вала 

относительно оси)

а=20      =52    


2
(φ): = 10–33аsin [(φ)deg]

φ=        υ
2
(φ)=       φ=        υ

2
(φ)=

22         3,138         57         –0,547
27         2,653         62         –1,09
32         2,147         67         –1,625
37         1,625         72         –2,147
42         1,09           77         –2,653
47         0,547         82         –3,138
52         0           
B. Скорость толкателя на третьем участке 

Б’A’ (вогнутый участок) при повороте кулачково-
го вала от 82° до 104°

φ: = 84, 89, …, 104

    

                                                              .

φ=              υ
3
(φ)=

84               –2,637
89               –1,698
94               –1,029
99               –0,488
104                 0
Пусть φ: = 0 .. 104. Объединение трёх гра-

фиков скорости толкателя в один осуществляется  
с использованием программного модуля Add Line”

 

На рис. 4 представлены совмещенные графи-
ки высоты подъёма и скорости толкателя кулач-
ка с вогнутым профилем, построенные с помо-
щью MATHCAD.

2.4. Расчёт ускорения толкателя.
А. Ускорение толкателя на первом участке 

АБ (вогнутый участок) при изменении угла пово-
рота кулачка от 0° до 22°

φ: = 0, 5, ..., 22.

                                                       .
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Рис. 4. Путь и скорость толкателя кулачка 
с вогнутым профилем
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φ= j
1
(φ)=

0   574,411
5   604,161
10 697,952
15 872,264
20 1168,351
22 1341,423
Б. Ускорение толкателя на втором участ-

ке ББ’ при повороте кулачкового вала от 22°  
до 82°

φ: = 22, 27, …, 82 (в табл. 1 этот угол соответ-
ствует углу φ

п
 — угол поворота кулачкового вала

относительно оси)
а=20      =52    

j
2
(φ): = –210–3а2cos[(φ)deg]

φ=         j
2
(φ)=          φ=       j

2
(φ)=

22 –378,998       57        –435,981
27 –396,632       62        –430,996
32         –411,246        67        –422,73
37 –422,73 72        –411,246
42 –430,996        77        –396,632
47 –435,981   82        –378,998
52         –437,646
B. Ускорение толкателя на третьем участке

Б’A’  (вогнутый участок) при повороте кулачково-
го вала от 82° до 104°

φ: = 84, 89, …, 104    

φ= j
3
(φ)=

84 1168,351
89               872,264
94 697,952
99 604,161
104  574,411
Пусть φ: = 0 .. 104, тогда

На рис. 5 представлен график ускорения тол-
кателя для кулачка с вогнутым профилем.

Выводы
1. Приведены особенности кулачка с вогну-

тым профилем, дана методика кинематического 
расчета толкателя при его движении по вогнутой 
и закругленной поверхности.

2. Предложена методика определения поло-
жения центра координат радиуса боковой дуги 
вогнутого кулачка.

3. Уточнена формула для определения вели-
чины скорости толкателя на вогнутой поверхно-
сти кулачка.

4. Для увеличения скорости движения плун-
жера и интенсификации процесса впрыска то-
плива в насосах высокого давления мало оборот-
ных дизелей рекомендуется применять кулачки с 
вогнутым профилем.

5. Приведен расчет кулачков вогнутого про-
филя и выполнено построение графиков высо-
ты подъема, скорости и ускорения толкателя  
в системе MATHCAD.
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Рис. 5. Ускорение толкателя кулачка 
с вогнутым профилем
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