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ПАРАМЕТРИЗАЦИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ФОРМЫ 
МНОГОМЕРНЫХ КОНЕЧНЫХ НЕРЕГУЛЯРНЫХ 

ТОЧЕЧНЫХ МНОЖЕСТВ

В. Ю. Юрков, М. А. Чижик

Омский государственный технический университет, г. Омск

Демонстрируется формальный подход к описанию геометрической формы точечных нерегулярных 
множеств в многомерном евклидовом пространстве. Под геометрической формой точечного множе-
ства понимается совокупность числовых параметров, определяющих взаимное положение всех точек 
множества с точностью до подобия. Числовые параметры формы определяются как отношения рас-
стояний между точками к расстояниям между вершинами некоторого базисного симплекса. Базисный 
симплекс выбирается в заданном множестве точек. Показано, что геометрическая форма множе-
ства или совокупность числовых параметров не зависит от выбора базисного симплекса. Переход от 
одного базисного симплекса к любому другому приводит к пересчету значений параметров формы 
по формулам линейного преобразования. Многомерный объект, геометрическую форму которого 
предполагается описать числовыми параметрами, предварительно подвергается симплициальной ап-
проксимации. Такая аппроксимация рассматривается как симплициальный комплекс, имеющий комби-
наторную структуру. Если совокупность параметров задается предварительно, то в статье приводятся 
условия, которым должны удовлетворять значения параметров формы. Приводятся несколько при-
меров, иллюстрирующих описанный подход. Предложенный подход может быть применен к решению 
ряда теоретических и прикладных задач инженерной геометрии в области многомерной геометриче-
ской морфометрии.

Ключевые слова: геометрическая форма, параметризация, симплекс, комплекс, симплициальная 
аппроксимация, преобразование подобия, геометрическая морфометрия.
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GEOMETRIC SHAPE PARAMETERIZATION 
OF MULTIDIMENSIONAL FINITE NON-REGULAR POINT SETS

V. Yu. Yurkov, M. A. Chizhik

Omsk State Technical University, Omsk, Russia

The paper is devoted to a formal approach to parameterization the geometric shape of spatial point 
irregular sets in multidimensional Euclidean space. The geometric shape of the point set is described by 
means of the set of numerical parameters that determine the relative position of all points of the set 
up to similarity. Numeric shape parameters are defined as ratios of distances between given points and 
vertices of some basis simplex. The basis simplex is selected at the given set of points. It is shown that 
geometric shape of the set or the set of numerical parameters does not depend on the choice of the 
basis simplex. Change of the basis means recalculation of shape parameters values by linear transformation 
formulas. Amultidimensional object, the geometric shape of which is supposed to be described by numerical 
parameters, is previously subjected to simplicial approximation. Such an approximation is considered as 
a simplicial complex having a combinatorial structure. The paper also shows that all values of the shape 
parameters have to be satisfy some conditions that generate some area in the multidimensional space of 
parameters. To illustrate the described approach several examples are given. The proposed approach can 
be applied to solving a number of theoretical and applied problems of engineering geometry in the field of 
multidimensional geometric morphometry.
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Введение
В инженерной геометрии, и в частности в те-

ории параметризации, геометрическая форма фи-
гуры определяется совокупностью независимых 
числовых параметров, инвариантных относительно 
движений пространства, в котором рассматривает-
ся фигура [1, 2]. В техническом дизайне геометри-
ческая форма фигуры определяется как некоторое 
визуально воспринимаемое свойство, которое со-
поставляется с визуально воспринимаемыми свой-
ствами какой-либо известной геометрической фи-
гуры [3, 4]. Это образный подход, формализовать 
который достаточно сложно. Поскольку таких, 
определенных по геометрической форме фигур, 
конечное множество, а формальное определение 
геометрической формы фигуры отсутствует, то воз-
никают сложности при математическом описании 
такого понятия, как геометрическая форма.

В геометрической морфометрии — сравнитель-
но новом подходе к анализу образов — используют-
ся декартовы координаты специально задаваемых 
точек — меток, расставляемых на анализируемых 
объектах [5, 6]. Эти метки определяют простран-
ственную конфигурацию объекта и его расположе-
ние в пространстве форм. Такой подход позволяет 
исключить влияние размеров и положения объекта 
на результаты анализа формы.

В данной работе в качестве геометрических 
объектов рассматриваются точечные образы, пред-
ставляющие собой нерегулярные точечные сети, 
допускающие разбиение на симплексы или объ- 
единение симплексов различных размерностей 
[7–9]. Их можно назвать точечными комплексами 
или полигональными моделями, или политопными 
моделями, если они расположены в многомерном 
пространстве. Геометрическая форма таких объек-
тов будет определяться совокупностью независи-
мых числовых параметров [10]. Однако они должны 
быть вычислены относительно выбранного точечно-
го базиса и быть инвариантными относительно пре-
образования подобия.

Параметризация формы n-мерного симплекса
Пусть A

i
, i = 0, …, n, есть множество независи-

мых точек n-мерного евклидова пространства. Они 
образуют n-симплекс An. Если координаты всех его 
вершин известны, то симплекс задан в простран-
стве метрически и позиционно. Число параметров 
симплекса равно n (n + 1). Если известны только 
расстояния между вершинами, то симплекс может 
быть задан только метрически и определен с точ-
ностью до движения при условии, что расстояния 
заданы не произвольно, а подчиняются некоторым 
ограничениям, которые можно назвать условиями 
существования симплекса. Число параметров равно 
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. Любая пара вершин A
i
, A

j
, i<j, образует 1-сим-

плекс, который можно назвать базисным 1-сим-

плексом симплекса An. Тогда образуются следую-
щие отношения:

                                                        ;

                                                       ;
 

                                                        ;

…;

    
.         (1)

Число этих отношений равно (n2 + n – 2)/2. 
Они определены относительно базисного 1-сим-
плекса A

i
A

j
, поэтому множество этих отношений 

обозначим символом 
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. Они определяют сим-
плекс с точностью до подобия, то есть определяют 
геометрическую форму n-симплекса. Однако необ-
ходимо учитывать,что эти отношения не могут быть 
заданы произвольно. Они тоже должны удовлетво-
рять условиям существования n-симплекса.

Условия существования n-симплекса
Рассмотрим условия существования n-симплекса 

для множества параметров a
0,i
, …, a

n–1, n
. Первое 

условие очевидно: вершина А
2
 не должна лежать  

на прямой А
0
А

1
. Поэтому если один параметр, на-

пример a
0,2

, задается произвольно, то второй пара-
метр должен удовлетворять условию a

0,2
 – 1 < a

1,2
 <  

<a
0,2 

+ 1. Выберем систему координат так, чтобы 
начало координат было в вершине A

0
, ось Ox

1
 совпа-

дала по направлению с ребром A
0
A

1
, а все остальные 

i-е вершины имели неотрицательными свои коорди-
наты от 0-й до i-й и нулевыми все остальные:

A
0
(0, …, 0), A

1
(x

1,1
, 0, …, 0), A

2
(x

1,2
, x

2,2
, 0, …, 0), ..., 

A
i
(x

1,i
, …, x

i,i
, 0, …, 0), …, A

n
(x

1,n
, …, x

n,n
).

Тогда для определения числового промежутка 
существования очередного параметра a

j – 1, j
 необхо-

димо решить систему уравнений

                                          .
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Решением будет пара точек A
j
(1)(…, x

j–1,j
(1) > 0, 0, 

…, 0), A
j
(2)(…,x

j–1,j
(2) < 0, 0, …, 0). Условием выбора па-

раметра a
j–1, j

 является 

|A
j–1

A
j
(1)|/ |A

0
A

1
|<a

j–1,j
< |A

j–1
A

j
(1)|/ |A

0
A

1
|.

Таким образом, n-симплекс будет определен  
с точностью до подобия следующим множеством 
параметров:
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Условие эквивалентности геометрической фор-
мы двух симплексов можно сформулировать следу-
ющим образом. Пусть заданы два n-симплекса An  
и Bn. Для симплекса An cуществует 
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 систем 
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параметризации геометрической формы. Для Bn су-
ществует такое же число систем 
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 параметриза-
ции формы.

ТЕОРЕМА. Если для двух n-симплексов An  
и Bn, An ≠ Bn, какая-либо из систем параметриза-
ции {a}

I
 с точностью до перестановки индексов 

совпадает с какой-либо системой {b}
j
, то данные 

симплексы обладают одной и той же геометриче-
ской формой или, другими словами, эквивалентны 
по форме.

Доказательство теоремы основано на комбина-
торном анализе множества систем параметризации. 
Мы здесь не приводим его ввиду экономии места. 
Оно будет приведено в статье, посвященной теоре-
тическим аспектам многомерной морфометрии. 

Пример 1. Множество треугольников на плоско-
сти параметров формы располагаются в виде точек 
открытой области

{S
1
: a

02
 +a

12
– 1> 0} ∩ {S

2
: –a

02
 +a

12
– 1< 0} ∩  

∩ {S
3
: a

02
 –a

12
– 1< 0}.

Подмножество равносторонних треугольников: 
a

02 
= a

12
 = 1.

Подмножество равнобедренных треугольников:

                                                    .  

Подмножество прямоугольных треугольников:

Эти подмножества показаны на рис. 1. Видно, 
что с увеличением значений параметров равнобе-
дренные треугольники мало отличаются по форме 
от прямоугольных (длина катета стремится срав-
няться с длиной гипотенузы).

Пример 2. Одна из двенадцати систем параме-
тризации правильной треугольной прямой призмы 
с единичными ребрами есть {1, 1, 1, 21/2, 21/2, 1, 21/2, 
21/2, 1, 1, 1}. Одна из двадцати четырех систем пара-
метризации куба с единичными ребрами есть {21/2, 
1, 1, 21/2, 1, 21/2, 21/2, 1, 31/2, 21/2, 21/2, 31/2, 1, 31/2, 21/2, 1, 
21/2}.
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 — то-
чечный комплекс. В качестве базисного 1-симплек-
са можно взять любую пару вершин (1-грань) выпу-
клой оболочки множества An,m. Обозначим эту пару 
A

0
, A

1
 и примем эту 1-грань за ось x

1
 координат. Ось 

x
2
 можно взять в 2-грани выпуклой оболочки так, 

чтобы вершина A
2
 имела положительную координа-

ту x
2
. И так далее. При таком выборе вершины A

i
,  

i = n + 1, …, m не могут иметь отрицательных зна-
чений координат. Общее число параметров формы 
комплекса равно (n2 + n – 2)/2 + 2(n – m). Общее 
число базисных симплексов равно 
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. Поэтому об-
щее число всех возможных параметризаций формы 
комплекса равно 
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. Обозначим множе-
ство всех возможных параметризаций формы ком-
плекса как {a}, а конкретную параметризацию — 
как {a}

i
, i = 1, …, 
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.
ТЕОРЕМА. Два комплекса An,m и Вn,m эквивалент-

ны по форме, если в {a} и в {b} найдутся такие па-
раметризации {a}

i
,{b}

i
, что {a}

i
 = {b}

i
, с точностью 

до перестановки их элементов.
Доказательство этой теоремы также основано 

на комбинаторном анализе множества систем пара-
метризации комплексов. Оно также будет приведе-
но в статье, посвященной теоретическим аспектам 
многомерной морфометрии. 

Пример 3. В качестве примера рассмотрим па-
раметризацию формы комплекса A2,m. Выберем лю-
бую сторону выпуклой оболочки комплекса и обо-
значим её A

0
A

1
. Также обозначим её длину. Будем 

считать её базисным 1-симплексом. Имеем параме-
тризацию 

 
Выберем другую сторону выпуклой оболочки 

комплекса, например, A
p
A

q
, p = 0, …, m – 1, q = 1, 

…, m. Будем считать её другим базисным 1-симплек-
сом. Имеем параметризацию

                                              .

Поскольку форма комплекса не изменилась, 
должны существовать формулы перехода от одной 

Рис. 1. Область треугольников 
в пространстве параметров формы

Fig. 1. Triangles areas in the space of shape parameters
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параметризации к другой. Другими словами, обе 
параметризации должны быть связаны линейными 
уравнениями. Некоторые из них очевидны:

 

                                                      .

Обозначим P
p,I
 периметр четырехугольни-

ка A
0
A

1
A

p
A

i
, а P

q,i
 — периметр четырехугольника 

A
0
A

1
A

p
A

i
. Выразив длины сторон четырехугольников 

при помощи введенных параметризаций, получим

                                                     ,

                                                      .

Пример 4. Рассмотрим параметризацию формы 
комплекса A3,m. Выберем любое одномерное ребро 
выпуклой оболочки комплекса и обозначим его 
A

0
A

1
. Также обозначим его длину. Будем считать его 

базисным 1-симплексом. Выберем какое-либо дру-
гое одномерное ребро и обозначим его A

p
A

q
. Также 

обозначим его длину. Будем считать его другим ба-
зисным 1-симплексом. Имеем две параметризации 
базисного 3-симплекса A

0
A

1
A

p
A

q

                                                       ,
 

                                                         .

Пусть A
i
A

j
 — какое-либо одномерное ребро ком-

плекса, i ≠ 0, i ≠ 1, i ≠ p, i ≠ q, j ≠ 0, j ≠ 1, j ≠ p,  
j ≠ q. Тогда это ребро можно параметризовать 
как относительно базисного 1-симплекса A

0
A

1
, так  

и относительно базисного 1-симплекса A
p
A

q
. Следо-

вательно, между двумя различными параметриза-
циями должны существовать линейные уравнения 
связи. Имеем

                                                       ,

                                                          .

Тогда, опуская вывод, получим

                                                             ,

                                                             .

Здесь P
p,i
 и P

q,i
 — сумма длин ребер соответству-

ющих 3-симплексов.

Параметризация формы 
некоторых специальных комплексов

Рассмотрим параметризацию формы комплекса 

10

1,0
,

10

11,0
,1

10

11,0
,1

10

01,0
,0

10

01,0
,0

,,

,,

AA

AA
a

AA

AA
a

AA

AA
a

AA

AA
a

AA

AA
a

ji
ji

j
j

i
i

j
j

i
i





 

qp

jiqp
ji

qp

jqqp
jq

qp

iqqp
iq

qp

jpqp
jp

qp

iqp
ip

AA

AA
a

AA

AA
a

AA

AA
a

AA

AA
a

AA

AA
a





,
,

,
,

,
,

,
,

p,
,

,,

,,

 

 11,0
,1

1,0
,0

1,0
,1

1,0
,0

10,
,  iipp

qpqp

qp
ip aaaa

AA

AA

AA

P
a p,i

 

 11,0
,1

1,0
,0

1,0
,1

1,0
,0

10,
,  iiqq

qpqp

qp
iq aaaa

AA

AA

AA

P
a q,i

 

nmEn  ,m,A1  

nmi   ,...,0,i,nin,n, AAA 11i   

nmEn  ,m,A2  

 

. Предположим, что никакие k смеж-
ные 1-симплексов не лежат в одной (k – 1)-пло-
скости. Выберем любые n смежных 1-симплексов, 
образующих связный подкомплекс. Например, под-
комплекс с вершинами A

0
, …, A

n
. Параметризация 

его геометрической формы выполняется так, как 
описано выше. Добавление вершины A

n + 1 
требу-

ет n параметров, вычисленных относительно вер-
шин A

1
, …, A

n
. И так далее. В результате на задан-

ный комплекс будет «натянут» n-мерный комплекс  
An, m – n + 1, состоящий из m – n + 1 n-симплексов. 
При этом

 .           (1)

Общее число параметров формы будет (n2 +  
+n – 2) / 2 + n(m – n). Схема описанной параме-
тризации приведена на рис. 2.

Рассмотрим комплекс 
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.
Пусть у него каждые два смежных 2-симплекса 

имеют общую вершину. Понятно, что m — четное. 
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Рис. 2. Схема параметризации формы 
пространственной ломаной (комплекса A1,5)

Fig. 2. Parameterization scheme of 
the spatial polyline shape (complex A1,5)

Рис. 3. Схема параметризации формы 
двумерного  пространственного комплекса 
Fig. 3. Scheme of parametrization of the shape 

of a two-dimensional spatial complex
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Пусть смежными будут вершины A
2
, A

4
, …, A

m–2
. 

Пусть нумерация 2-симплексов A2,1/2, где i — мень-
ший из двух номеров смежной вершины. Незави-
симость множества 2-симплексов означает, что ни-
какие два смежных 2-симплекса не лежат в одной 
3-плоскости.

Пусть n четное. Тогда форма n-симплекса A2,n/2 
параметризуется так, как описано выше. Пусть  
i = 0. Тогда n-симплекс образуется вершинами A

0
, 

…, A
n
. Для определения положения вершины A

n+1
 

потребуется n – 1 параметров, вычисленных отно-
сительно вершин A

1
, …, A

n–1
. То есть будет выде-

лен n-симплекс с вершинами A
1
, …, A

n+1
, имеющий  

с предыдущим общую (n–1)-мерную грань с вер-
шинами A

1
, …, A

n
. Для определения положения 

следующей вершины A
n+2

 потребуется n–2 пара-
метров, вычисленных относительно вершин A

2
, …, 

A
n–1

. То есть будет выделен следующий n-симплекс 
с вершинами A

2
, …, A

n+2
.

Пусть n нечетное и i = 0. Тогда для определения 
положения вершины A

n+1
 потребуется n–2 пара-

метров, вычисленных относительно вершин A
1
, …,  

A
n–2

. И так далее. В итоге на комплекс A2,m будет 
«натянут» комплекс An, m – n + 1, состоящий из m –  
– n + 1 n-симплексов, для которых сохраняется 
условие (1). Схема такой параметризации показана  
на рис. 3.

Аналогично можно рассмотреть комплексы A2,m , 
у которых смежные 2-симплексы имеют общую од-
номерную грань. Все эти рассуждения обобщаются 
на комплексы Ap,m , p ≤ n. Общий вывод заключается 
в том, что для определения параметров геометриче-
ской формы точечного множества (комплекса) в En 
на него нужно «натянуть» m – n + 1 n-симплексов, 
связанных общими (n – 1)-мерными гранями.

Заключение
Как показал анализ литературы, геометриче-

ская форма объектов играет существенные роль  
в прикладных исследованиях, связанных с анали-
зом образов. Однако опубликованных научных ра-
бот, в которых геометрическая форма объекта была 
бы предметом численного анализа, крайне мало.  
В данной статье сделана попытка рассмотреть неко-
торые подходы к численному анализу геометриче-
ской формы многомерного объекта, представленно-
му как результат симплициальной аппроксимации.

Геометрическая форма многомерного объекта 
описывается конечным множеством числовых па-
раметров, которые представляют собой отношения 
длин ребер аппроксимирующих симплексов к дли-
нам выбранного базисного симплекса.
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