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МЕТОДИКА РАСЧЁТА КИНЕМАТИКИ ШТОКА 
ДВИГАТЕЛЯ ПОСТУПАТЕЛЬНОГО ДВИЖЕНИЯ 

РЫЧАЖНОГО МАНИПУЛЯТОРА, 
ДВИЖУЩЕГОСЯ В ПРЯМОЛИНЕЙНОЙ НАПРАВЛЯЮЩЕЙ
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Данное исследование затрагивает анализ кинематики верхнего конца штока гидроцилиндра (пнев-
моцилиндра, шарико-винтовой пары и др. двигателей поступательного движения), входящего в состав 
схемного решения рычажного манипулятора, конец ведущего штока которого перемещается по за-
данной прямолинейной направляющей.

Определены аналитические зависимости аналогов угловых скоростей и угловых ускорений штоков 
механизма, в программе Mathcad 15 представлены графики этих зависимостей для частного случая 
при заданном горизонтальном расположении прямолинейной направляющей, проанализированы их со-
отношения. Предложена методика расчёта кинематики рассматриваемого рычажного манипулятора 
графическим методом: на основе безразмерного коэффициента изменения угловых скоростей Кω 
(отношение площадей треугольников), определяются угловые скорости и ускорения ведомых штоков 
механизма, на основе его геометрических параметров и заданной линейной скорости ведущего што-
ка, что значительно снижает время расчета его кинематики в технологическом процессе эксплуатации 
механизма. 

Ключевые слова: рычажный манипулятор, двигатель поступательного движения, гидро- пневмоци-
линдр, шарико-винтовая пара, спрямляющий механизм, обобщённая координата, скорость.
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METHODOLOGY FOR CALCULATING THE KINEMATICS 
OF THE PISTON ROD OF A TRANSLATIONAL MOTION ENGINE 

OF A LEVER MANIPULATOR MOVING IN A RECTILINEAR GUIDE
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The article deals with the analysis of the kinematics of the upper end of the hydraulic cylinder rod 
(pneumatic cylinder, ball screw pair, etc.), which is part of the circuit solution of a lever manipulator,  
the end of the leading rod of which moves along a given rectilinear guide. Analytical dependencies of  
the analogs of angular velocities and angular accelerations of the mechanism rods are determined.  
A technique for determining the kinematic characteristics of the considered lever manipulator using a graphical 
method is developed. Using a dimensionless coefficient of change in angular velocities (the ratio of the areas 
of triangles), angular velocities and accelerations of the driven rods of the mechanism are determined based 
on its geometric parameters and a given linear velocity of the leading rod, which significantly reduces  
the time of calculating its kinematics in the technological process of operating the mechanism.

Keywords: lever manipulator, translational motion engine, hydraulic-pneumatic cylinder, ball screw pair, 
straightening mechanism, generalized coordinate, speed.
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Введение
Рычажный манипулятор представляет собой 

механизм, в частности робот-манипулятор, со-
держащий систему звеньев, предназначенную для 
управления исполнительными объектами мобиль-
ной платформы. Здесь мы будем рассматривать  
не конкретный механизм, а схемное решение ры-
чажного механизма-манипулятора, в котором за-
дана структурная схема, описано расположение 
и исполнительные движения звеньев. Именно  
на мобильной платформе находятся объекты (меха-
низмы) для их исполнительного управления. Управ-
ление рычажным механизмом (манипулятором) 
осуществляется за счёт придания определенным, 
а именно ведущим звеньям начальных движений. 
Данное исследование, для простоты, будет касать-
ся плоского рычажного механизма. Из структурной 
теории механизмов Ассура–Артоболевского из-
вестно, что подвижность плоского механизма опре-
деляется формулой П. Л. Чебышева [1, с. 40]

W = 3n – 2p
5
 – p

4
,                 (1)

где n — число подвижных звеньев; p
4
, p

5
 — количе-

ство кинематических пар 4-го и 5-го классов.
Указанные механизмы нашли широкое приме-

нение в машиностроении: в роботостроении, су-
достроении, специальной военной технике и др. 
В каждом конкретном случае необходимо опреде-
ление кинематических характеристик (линейных 
и угловых скоростей и ускорений). Например,  
в транспортной технике известны крано-манипуля-
торные установки для выполнения погрузочно-раз-
грузочных работ, где необходимо знание координат 
положения объекта, а также размеров его рабочей 
зоны [2, 3]; в медицине [4]; в автоматических лини-
ях сборки [5] и т. д.

Как известно, наиболее актуальной задачей со-
временного машиностроения является увеличение 
степени подвижности механизма W, повышение его 
кинематической мобильности и эксплуатационных 
возможностей [6]. Как видно их формулы [1], по-
вышение подвижности можно осуществить за счёт 
увеличения числа подвижных звеньев и уменьше-
ния в нём избыточных связей. Из [7, 8] известно, 
что для увеличения различных вариантов приме-
нения технологического оборудования в машино-
строении широко используют механизмы-манипу-
ляторы с широкой системой приводов (ведущих 
штоков), общее действие которых позволяет реа-
лизовать почти любое заданное движение рабочего 
органа в заданной (плоской или пространственной) 
рабочей зоне.

Классическая задача исследования направляю-
щих механизмов была установлена ещё Д. Уаттом 
для передачи прямолинейного движения конца 
поршневого штока концу коромысла, движущегося 
по дуге окружности [9]. Во многих направляющих 
(спрямляющих) механизмах П. Л. Чебышева, Хой-
кена, Липкина–Посселье и др. [10], кинематиче-
ские исследования которых достаточно известны и 

реализованы во многих областях машиностроения, 
конец коромысла-шатуна перемещался по направ-
ляющей окружности.

Предлагается исследование рычажного меха-
низма-манипулятора, у которого направляющая 
движения выходного звена — штока гидроцилин-
дра, задана в виде прямой линии. Такие механиз-
мы получили широкое применение в конструкциях 
экскаваторов, кранов, гидроподъемников, а также  
в тех механизмах, в которых необходимо получе-
ние выстоя выходного звена, то есть его остановки  
на определенный промежуток времени [11, 12]. 
Считаем, что схемное решение рычажного меха-
низма (манипулятора) известно, определено и опи-
сана его работа. Задача сводится к определению ус-
ловий работы исследуемого рычажного механизма, 
в данном случае кинематических, когда известны 
парциальные движения его ведущих звеньев.

Постановка задачи
Задано схемное решение рычажного механизма-

манипулятора с заданной прямолинейной направля-
ющей конца приводного штока — точки В (рис. 1).  
Известна его структурная схема и основные его 
геометрические размеры. Направляющая задана  
в общем виде — наклонная прямая ВВ

1
, располо-

женная под углом γ к горизонту. Известна величина 
выдвижения правого, ведущего штока, поступатель-
ная скорость этого выдвижения и его ускорение 
(при равномерном выдвижении штока — оно равно 
нулю). Задача — описать методику определения 
угловых скоростей и ускорений поворотов ведомо-
го (левого) штока гидроцилиндра (пневмоцилиндр, 
шарико-винтовая пара (ШВП), в общем случае, дви-
гателя поступательного движения (ДПД)) на основе 
графического метода.

Теория
В работах [13–15] рассматривалась схема мани-

пулятора, где для увеличения угла поворота стрелы  
в горизонтальной плоскости без общих перемеще-
ний самого погрузчика был введён дополнительный 
двигатель поступательного движения (гидроци-
линдр). Для расширения кинематических и динами-
ческих возможностей данного манипулятора и рас-
ширенной рабочей зоной предлагалось управление 
исполнительными приводами задавать по опреде-
ленным программным движениям. 

На основе принципа действия рассматривае-
мых конструкций механизмов работа исследуе-
мого рычажного манипулятора (рис. 1) состоит  
в следующем: при увеличении длины правого што-
ка l

1
 его длина увеличивается на величину s

1
 и по-

ворачивается на угол ψ. При этом точка В движется 
по заданной фиксированной направляющей — на-
клонной прямой ВВ

1
, то есть доходит до точки В

1
,  

а левый шток b
1
 повернётся на угол φ, при этом его 

длина укоротится на величину s
2
. На рис. 1 наклон-

ная прямая ВВ
1
 представляет собой направляющую 

прямую, по которой движется точка В — конец 
правого штока ведущего штока ДПД; а — расстоя-

For citation: Shamutdinov A. Kh., Lesnyak I. Yu. Methodology for calculating the kinematics of the piston 
rod of a translational motion engine of a lever manipulator moving in a rectilinear guide. Omsk Scientific 
Bulletin. 2025. No. 4 (196). P. 18–25. DOI: 10.25206/1813-8225-2025-196-18-25. EDN: YCROCX.
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ние между нижними опорами ведомого и ведущего 
штоков.

Предполагается, что штоки l
1
 и b

1
 своими конца-

ми (кинематическими парами) соединены с мобиль-
ной платформой отдельно, но расстояние между 
шарнирными соединенниями намного меньше их 
размеров.

Выведем уравнение заданной направляющей —  
прямой ВВ

1
, — где точка В(x

1
, y

1
) — в начале и В

1
(x

2
, 

y
2
) — в конце её движения по направляющей. Вве-

дём систему координат OXY: начало координат — 
точка О — это нижний шарнир ведомого штока b

1
; 

ось ОX направлена вдоль линии соединения шар-
ниров О и А (нижний шарнир ведущего штока l

1
). 

Уравнение прямой, проходящей через две точки 
(прямая ВВ

1
), будет выглядеть следующим образом:

 .                     (2)

Из рис. 1 видно, что в этом уравнении:
 

где φ — угол между начальным и конечным поло-
женями ведомого штока b

1
; α — угол начального по-

ложения ведомого штока b
1
.

Подставим эти координаты в (2) и выполним 
преобразования. Получим:

  
или
 

y = k ∙ x – p,                       (3)

где 
         

                              (4)
 

                                      (5)

Уравнение (3) представляет собой уравнение на-
клонной прямой ВВ

1
, где угол γ — угол наклона пря-

мой ВВ
1
 с осью X.

При k = 0 выражение (4) будет 
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о параллельных и секущих (рис. 2).
При y = 0 выражение (3) принимает вид y =k ∙ x –  

–p = 0, откуда 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 

),sin(,sin

);cos(,cos

2211

2211




αα
α

byby

bxbx
 

αα

αα
αα

cos)cos(

sin
cos)cos(

sin)sin(

12

21

12

12

bb

bb

x
bb

bb
y












 

;
cos)cos(

sin)sin(

12

12 γ
αα
αα

tg
bb

bb
k 




  

.
cos)cos(

sin

12

21

αα bb

bb
p




  

0sin)sin(

0
cos)cos(

sin)sin(

12

12

12









αα
αα
αα

bb
bb

bb
k

 

αα
αα

sin)sin(
)sin(sin 21

21

bb
bb 


  

αα cos)cos(

sin

12

21

bb

bb
y




  

k

p
x   

αα sin)sin(

sin

12

21

bb

bb
x




  

)(180)180(1  ββγ ABB  

)()180(1801 ψγβψγβ  ABB  

ψ 1BAB  

ψγβψγβ sin)sin()sin(
121 BBll







 







 sin)sin()sin(
121 BBbb

γαγα
 

 или 

12

1

12

1

yy

yy

xx

xx









 

),sin(,sin

);cos(,cos

2211

2211




αα
α

byby

bxbx
 

αα

αα
αα

cos)cos(

sin
cos)cos(

sin)sin(

12

21

12

12

bb

bb

x
bb

bb
y












 

;
cos)cos(

sin)sin(

12

12 γ
αα
αα

tg
bb

bb
k 




  

.
cos)cos(

sin

12

21

αα bb

bb
p




  

0sin)sin(

0
cos)cos(

sin)sin(

12

12

12









αα
αα
αα

bb
bb

bb
k

 

αα
αα

sin)sin(
)sin(sin 21

21

bb
bb 


  

αα cos)cos(

sin

12

21

bb

bb
y




  

k

p
x   

αα sin)sin(

sin

12

21

bb

bb
x




  

)(180)180(1  ββγ ABB  

)()180(1801 ψγβψγβ  ABB  

ψ 1BAB  

ψγβψγβ sin)sin()sin(
121 BBll







 







 sin)sin()sin(
121 BBbb

γαγα
 

 —  

уравнение вертикальной прямой ВВ
1
, что также со-

ответствует теореме о параллельных и секущих, где 
углы В

1
ОА и ОВ

1
К равны, когда направляющая ВВ

1
 

параллельна оси OY (рис. 3).
Уравнение (3) представляет собой общий вид 

вариантов на рис. 2 и рис. 3, которые являются 
частными случаями так называемых направляющих 
(спрямляющих) механизмов [10].

Из геометрических соображений нахо-
дим углы:  
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 — угол между начальным и конечным 
положенями ведущего штока l

1
.

Из треугольников ΔАВ
1
В и ΔОВ

1
В по теореме си-

нусов находим: 

 ;          (6)

 .          (7)

Формулы (6) и (7) соответствуют общему случаю 
(наклонного) расположения направляющей ВВ

1
,  

Рис. 1. Схемное решение рычажного механизма
 (манипулятора) с наклонной 

прямолинейной направляющей
Fig. 1. Schematic diagram of a lever mechanism (manipulator) 

with an inclined straight-line guide
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Рис. 2. Схемное решение рычажного механизма
 (манипулятора) с горизонтальной 

прямолинейной направляющей
Fig. 2. Schematic diagram of a lever mechanism (manipulator) 

with a horizontal straight-line guide
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а не только случаям вертикального или горизон-
тального расположения направляющей ВВ

1
.

Для простоты будем считать, что V
1
 = const — 

линейная скорость выдвижения приводного штока 
l
1
 величина заданная, и тогда величина перемеще-

ния штока будет выражаться s
1
 = V

1
t; V

2
 = const —  

линейная скорость задвижения ведомого штока b
1
, 

и тогда величина перемещения штока будет выра-
жаться s

2
 = V

2
t.

Выполним преобразования (6), используя фор-
мулы тригонометрии, и получим:

                                  (8)
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; углы α и β постоянны, 
и тогда их скорости и ускорения равны нулю — 
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При выводе уравнений скоростей и ускорений 

рассматривается отклонение механизма от началь-
ного положения с начальными углами α и β и на-
чальной длиной l

1
 штока АВ.

Продифференцируем (8) по времени и получим:

                                                           ;

,       (9)

где ωψ — аналог угловой скорости поворота при-
водного штока l

1
, позволяющий определить из-

менение по времени угловой скорости поворота 
приводного штока l

1
 в зависимости от скорости  

и геометрических параметров механизма, а также 
выявить её связи с угловой скоростью ведомого 
штока b

1
; 
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 — скорость выдвижения приво-
дного штока l

1
.

Из рис. 1 (треугольников ΔАВ
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. Найдём конечный 

предел при дифференцировании этих двух выраже-
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     После дифференцирования и преобразований:
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Из формулы (7) по аналогии имеем
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Из (6) и (7) для треугольников ΔOPB и ΔABK  
(рис. 1) имеем

                                                       ,

где A = sin(α+γ).
Обозначим отношение аналогов угловых скоро-

стей поворотов ведомого и  ведущего штоков как 
коэффициент изменения их угловых скоростей Kω. 
Разделим (12) на (9) и получим:

Рис. 3. Схемное решение рычажного механизма 
(манипулятора) с вертикальной 
прямолинейной направляющей

Fig. 3. Schematic diagram of a lever 
mechanism (manipulator) with a vertical 

straight-line guide
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.	 (13)

Формула (13) представляет собой коэффициент 
изменения угловых скоростей поворотов ведомого 
и ведущего штоков в общем виде.

Рассматривая частный случай, когда направля-
ющая расположена горизонтально (γ = 0°), можно 
записать
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и тогда 

 
)(arcsin

21

1 γα 















tVb

bA
 

    2
1

22
2121

21

bAtVbtVb

VbA




 


ω  

 sin
2

1
211
bbS BOB  

ψsin
2

1
211
 llS BAB  

Cl

Ab

l

b

h

h

S

S

BAB

BOB















1

1

1

1

1

2

)sin(

)sin(

1

1

γβ
γα

 

   

   
    
     .

2
1

22
212111

2
1

22
111121

2
1

22
1111

11

2
1

22
2121

21

ω

ψ

K
bAtVbtVbVlC

lCtVltVlVbA

lCtVltVl

VlC
bAtVbtVb

VbA






















 

1
1

1 




Cl

Ab
 

2
1

22
21

2
1

22
11

211

112

)(

)(

)(

)(

bAtVb

lCtVl

tVbV

tVlV
K









ω  

)(

)(

sin

sin

sin

sin

sinsin

)sin(

sin

)sin(

sin

11

21

2

2

2222

slA

sbC

lA

bC
A

b

C

lbl


























ψψ

ψ
γαγβ

ψ

 

1
1

12
sin

sin

sin

sin
s

C

A

C

Al
bs 























ψψ
 

1
1

12
sin

sin

sin

sin
V

C

A

C

Al
bV 























ψψ
 

1
1

1

1 




ωKS

S

BAB

BOB
 

.

Из (6) и (7) имеем

                                                        ,

откуда 
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или 
 

,     (14)

где (14) — зависимость скорости перемещения 
ведомого штока b

2
 от скорости перемещения ве-

дущего штока l
1
,  причём по (8) и (11): ψ = f(V

1
)  

и φ = f(V
1
), и тогда Кω = f(V

1
).

Рис. 4. Зависимость аналога угловой скорости ведущего 
штока ωψ от времени и скорости его выдвижения 

V
1
 = (0,08; 0,1; 0,17) м/с при прямолинейной направляющей 
(γ = 0°), α = β = const, l

1
 = const, b

1
 = const (формула 9)

Fig. 4. Dependence of the angular velocity analog of the drive 
rod ωψ on time and its extension speed V

1
 = (0,08; 0,1; 0,17) m/s 

for a straight-line guide
(γ = 0°), α = β = const, l

1
 = const, b

1
 = const (equation 9)

Рис. 5. Зависимость аналога угловой скорости ведомого 
штока ωφ от времени и скорости его выдвижения V

1
 = (0,08; 

0,1; 0,17) м/с при прямолинейной направляющей (γ = 0°), 
α = β = const, l

1
 = const, b

1
 = const (формула 12)

Fig. 5. Dependence of the angular velocity analog of the driven 
rod ωφ on time and the speed of its extension V

1
 = (0,08; 0,1; 

0,17) m/s for a straight-line guide (γ = 0°), 
α = β = const, l

1
 = const, b

1
 = const (equation 12)
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Рис. 6. Зависимость аналога углового ускорения ведущего 
штока εψ от времени и скорости его выдвижения 

V
1
 = (0,08; 0,1; 0,17) м/с при прямолинейной направляющей 

(γ = 0°), α = β = const, l
1
 = const, b

1
 = const 

(формула 15)
Fig. 6. Dependence of the angular acceleration analogue 
of the drive rod εψ on the time and speed of its extension 
V

1
 = (0,08; 0,1; 0,17) m/s for a straight-line guide (γ = 0°), 
α = β = const, l

1
 = const, b

1
 = const  (equation 15)
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шение площадей треугольников, полученных при 
движении конца ведущего штока ДПД, ограничен-
ных линиями начальных и конечных длин ведущего  
и ведомого штоков и прямой направляющей — об-
ратно пропорционально коэффициенту изменения 
угловой скорости Kω. Данное отношение площадей 
треугольников постоянно, а значит, коэффициент 
изменения угловой скорости Kω постоянен при дви-
жении точки В на всём протяжении прямолиней-
ной направляющей и зависит только от начальных 
параметров механизма — линейных размеров l

1
, b

1
 

и углов α, γ.
Применительно к механизму на рис. 2 видно, 

что Kω = 1, то есть из геометрических соотноше-
ний площади треугольников равны 
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и изменения угловых скоростей поворота ведущего 
и ведомого штоков одинаковы. 

Итак, за обобщённую координату движений ве-
дущего и ведомого штоков манипулятора можно 
принять перемещение ведущего штока s

1
.

Соотношение (13) позволяет определить аналог 
угловой скорости (ускорения) ведомого штока ωφ 
заранее, имея значение аналога угловой скорости 
(ускорения) приводного штока ωψ и геометрические 
параметры механизма.

Найдём аналог ускорения поворота ведущего 
штока:

 .         (15)

Аналогично, используя (12), находим аналог 
ускорения поворота ведомого штока:

 .        (16)

Используя пакет программы Mathcad 15, постро-
им графики зависимостей (9), (12) — рис. 4–5, (15) 
и (16) — рис. 6–7 при V

1
 = (0,08; 0,1; 0,17) м/с 

для частного случая горизонтального расположения 
прямолинейной направляющей (γ = 0°).

Результаты исследования
1.  Предложено понятие безразмерного коэф-

фициента изменения угловой скорости для данно-
го вида рычажных манипуляторов Кω (13). Данный 
коэффициент позволяет определить аналог угло-
вой скорости (ускорения) ведомого штока ωφ (εφ) 
заранее, имея значение аналога угловой скорости 
приводного штока ωψ и геометрические параметры 
механизма, то есть графически определить кине-
матические параметры (аналоги угловой скорости  
и ускорения) ведомого штока по известным, задан-
ным кинематическим параметрам ведущего штока. 
Рассмотрено два положения ведущего и ведомого 
штоков для более наглядного понимания процесса 
кинематики механизма и определения изменения 
длин штоков от углов их поворотов.

2.  Найдены аналитические зависимости углов 
поворота ведущего штока (8) от обобщённой коор-
динаты s

1
 = V

1 
∙ t, и по известному коэффициенту 

угловой скорости Кω (13) найдены кинематические 
характеристики исследуемого механизма — аналоги 
угловых скоростей (9), (12) и ускорений поворотов 
ведущего и ведомого штоков механизма (15), (16).

3.  Анализ коэффициента изменения угловой 
скорости поворотов ведущего и ведомого штоков 
для частного случая горизонтального расположения 
прямолинейной направляющей (γ = 0°) показыва-
ет, что угловая скорость ведущего штока ωψ больше, 
чем угловая скорость ведомого штока ωφ. За обоб-
щённую координату движений штоков механизма 
принято одно парциальное движение, а именно дви-
жение ведущего штока, что значительно облегчает 
проектирование и обслуживание механизма.

Заключение
Представлены аналитические зависимости ана-

логов угловых скоростей и угловых ускорений по-
ворота ведущего и ведомого штоков исследуемо-
го схемного решения механизма от перемещения 
приводного штока как обобщённой координаты.  
В программе Mathcad 15 представлены графики 
этих зависимостей для частного случая горизон-
тального расположения прямолинейной направля-
ющей (γ = 0°).

Научная новизна исследования заключается  
в разработке методики определения кинематиче-
ских характеристик рассматриваемых видов ры-
чажных механизмов на основе предложенного ко-
эффициента изменения угловых скоростей Кω (13) 
(в кинематической схеме механизма — это отноше-
ние площадей треугольников, полученных линиями 
ограничивающих начальные и конечные положе-
ния ведущего и ведомого штоков), геометрических 
параметров и заданной линейной скорости ведуще-
го штока. Данная методика позволяет графически 
определить кинематические параметры (аналоги 
угловой скорости и ускорения) ведомого штока  
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Рис. 7. Зависимость аналога углового ускорения ведомого 
штока εφ от времени и скорости его выдвижения 

V
1
 = (0,08; 0,1; 0,17) м/с при прямолинейной направляющей 
(γ = 0°), α = β = const, l

1
 = const, b

1
 = const (формула 16)

Fig. 7. Dependence of the angular acceleration analog 
of the driven rod εφ on the time and speed of its extension 
V

1
 = (0,08; 0,1; 0,17) m/s for a straight-line guide (γ = 0°), 

α = β = const, l
1
 = const, b

1
 = const (equation 16)
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по известным, заданным кинематическим пара-
метрам ведущего штока, а также помогает значи-
тельно снизить время расчета его кинематических 
параметров в технологическом процессе при про-
ектировании и эксплуатации механизма. 

Кроме того, бесспорным фактом является то, 
что парциальным движением в данном виде меха-
низмов является одно движение штока ведущего 
двигателя поступательного движения. Это значи-
тельно снижает энергозатраты по проектированию 
и обслуживанию механизма: снижается масса, сни-
жаются инерционные нагрузки (инерциальные мо-
менты поворотов штоков), упрощается технологи-
ческий процесс сборки и др., что даёт возможность 
разрабатывать схемные решения новых механиз-
мов, используемых в различных областях машино-
строения.

В будущих исследованиях по разработанной 
методике планируется рассмотреть изменения ки-
нематических параметров механизма в диапазоне  
от γ > 0° до γ = 90°.
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