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СТРУКТУРНАЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
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В статье описывается итерационный алгоритм построения однопараметрического семейства мно-
жеств взаимно связанных кривых. Взаимная связь означает существование взаимно однозначного  
и непрерывного соответствия между точками кривых. Каждое множество кривых семейства удов-
летворяет своему набору граничных условий, оставляющих свободным один параметр для каждой 
кривой множества. Этот параметр позволяет организовать итерационный процесс приближения каж-
дой кривой к заданному для неё набору граничных условий. Подробно рассмотрен частный случай 
описанного подхода, в котором предлагается структурная геометрическая модель прогнозирования 
формы трехслойного тканевого пакета, изгибающегося под действием внешней силы. Геометриче-
ская модель нормального поперечного сечения такого пакета представляет собой однопараметриче-
ское семейство взаимно связанных парабол высших степеней. Свободный параметр функционально 
связан с суммарной жесткостью пакета. Зависимость суммарной жесткости от компонентов пакета 
может быть определена только экспериментально. В статье эта зависимость предполагается линей-
ной. Одним из условий построения однопараметрического семейства является постоянство длин дуг 
взаимно связанных кривых. Предложенный подход может быть применен к решению ряда теоретиче-
ских и прикладных задач инженерной геометрии в области конструирования многослойных тканевых  
пакетов.

Ключевые слова: геометрическая форма, параметризация, прогнозирование, взаимно связанные 
кривые, однопараметрическое множество, многослойный тканевый пакет, деформация.
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STRUCTURAL GEOMETRIC MODEL 
OF ASSOCIATED SETS OF CURVES
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The paper is devoted to an iterative algorithm for constructing a one-parameter family of sets of mutually 
connected curves. Mutual connection means existence some one-to-one and continuous correspondence 
between the points of the curves. Each set of curves in the family satisfies its own set of boundary 
conditions that leave one parameter free for each curve of the set. This parameter allows us to organize 
an iterative process of approaching for each curve to the set of boundary conditions set for it. A special 
case of the described approach is considered in detail. The structural geometric model for predicting  
the shape of three-layer fabric package is proposed. Deformation of the package occurs through the action 
of an external force. The structural geometric model of normal cross-sectional image of such package is a 
one-parameter family of interconnected parabolas of higher degrees. Only one free parameter is connected 
functionally with the total stiffness of the package. The total stiffness of the package and its function can only 
be determined experimentally. In the paper, we consider this function as a linear one. One of the conditions 
for constructing one-parameter family is constancy of the lengths of arcs of mutually connected curves. 
Proposed approach may be applied to solving a number of theoretical and applied problems of engineering 
geometry in the field of designing multilayer fabric packages. 

Keywords: geometric shape, parameterization, forecasting, mutually connected curves, one-parameter 
set, multilayer fabric package, deformation.
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Введение
Прогнозирование изменения геометрической 

формы, описанной в виде отсека кривой или поверх-
ности, обычно моделируется однопараметрическим 
семейством кривых или поверхностей, определен-
ном на некотором, достаточно малом промежутке 
изменения параметра. Если же отсеки принадлежат 
разным геометрическим объектам, но тем не менее 
взаимно связаны друг с другом, то есть, если между 
ними существует какое-либо соответствие, необхо-
димо включать в изучение однопараметрическое 
семейство соответствий (гомотопии). Такого рода 
геометрические задачи встречаются, например,  
в моделировании многофакторных технологиче-
ских процессов.

Довольно сложной проблемой является про-
гнозирование изменения формы элементов кон-
струкций, выполненных из материалов, в которых 
деформации не следуют закону Гука. Такого рода 
конструкции часто встречаются в архитектурных 
сооружениях. К ним относятся, например, тентовые 
шатровые оболочки [1]. Формообразование таких 
объектов изучено мало, что приводит к возникно-
вению ошибок в проектировании, конструировании  
и раскрое. Для расчета таких объектов применяют-
ся схемы разбивки на элементы ромбовидной или 
треугольной формы (метод конечных элементов).

Проблема формообразования и прогнозирова-
ния существует и в проектировании одежды [2, 3]. 
Характер формообразования зависит от жесткости 
ткани, способа закрепления деталей, сил трения 
между поверхностями тканей, жесткости элементов 
конструкции и многих других факторов. С учетом 
жесткости ткани созданы модели, имитирующие 
поведение тканевой конструкции на различных 
опорных поверхностях, в частности, на манекене 
[4, 5].

Однако во всех опубликованных исследованиях 
изучалось формообразование тканевого пакета, со-
стоящего из одного слоя материала. Многослойные 
тканевые пакеты встречаются в авиастроении. Но 
они, как правило, состоят из нескольких склеенных 
слоев ткани. Такая многослойная конструкция при 
формообразовании ведет себя как единое целое.

В настоящей работе рассмотрена структурная 
геометрическая модель взаимно связанных плоских 
кривых, имитирующая формообразование сечения 
тканевой трехслойной конструкции (пакета), состо-
ящей из покровных тканей — верхней и нижней 
и мягкого наполнителя. Покровные ткани жестко 
связаны друг с другом только по периметру трех-
слойного пакета. Поэтому поведение покровных 
тканей при изгибе различно. Деформация пакета 
происходит под действием внешней изгибающей 
силы. Форма опорной поверхности может быть раз-
ной, и она влияет на форму и складкообразование 
тканевых элементов многослойного пакета.

Ассоциированные множества
Пусть в n-мерном пространстве En с координат-

ной системой O
x1
…

xn
 имеются два точечных мно-

жества A = {A
1
, …, A

p
} и B = {B

1
, …, B

q
}. Пусть 

известны координаты каждой точки A
i
(a

1i
, …, a

ni
), 

B
j
(b

1j
, …, b

nj
), i = 1, …, p, j = 1, …, q. Множества  

A и B назовем ассоциированными, если существуют 
две системы функций b

kj
 = f

kj
(a

1i
, …, a

ni
), a

ki
 = g

ki
(b

1j
, 

…, b
nj
), k = 1, …, n. Обозначим такие множества  

A ~ B. Будем считать множества ассоциированны-
ми и в том случае, когда существует только одна 
система функций. Если p = q и f

kj
 — линейные,  

то множества являются взаимно ассоциированны-
ми и g

ki
 = f

kj
–1. Другими словами, любое изменение 

хотя бы одной координаты хотя бы одной точки лю-
бого множества (деформация множества) вызовет 
соответствующее изменение положений всех точек 
другого множества.

Возможны различные частные случаи ассоции-
рованности множеств. Например, если b

kj
 = f

kj
(a

ki
), 

то деформация множества A только в направлении 
оси Ox

k
 приведет к деформации множества B тоже 

только вдоль этой же оси. Если для всех значений 
i, j какие-либо координаты a

ki
, b

kj
 остаются посто-

янными, то система A ~ B является расслоенной  
в пучке гиперплоскостей, перпендикулярных оси 
Ox

k
. Возможны варианты, при которых изменение 

координат какой-либо точки множества B зависит 
от изменения координат не всех точек множества 
A, а некоторого его подмножества. И наоборот. 
Такие случаи соответствуют принципу «ближай-
ших соседей» или принципу стратификации мно- 
жества A.

Если два множества являются линейно ассоци-
ированными, т. е. все уравнения связи координат 
всех их точек — линейные, то для расчета коэф-
фициентов этих уравнений необходимо иметь  
np + 1 «моментальных снимков» конфигурации то-
чек этих множеств, если p > q, и nq + 1 «момен-
тальных снимков», если p < q. 

Таким способом можно получить n2pq + nq 
систем линейных уравнений порядка np + 1 или 
n2pq + np систем линейных уравнений порядка  
nq + 1.

Пример 1. Пусть A = {A
1
, A

2
}, B = {B

1
, B

2
, B

3
, B

4
}, 

n = 2, p = 2, q = 4. Уравнения связи

                                                              ,

                                                               ,

xB
2
 = … , и т. д.

Пусть имеется только два «моментальных 
снимка»: A

1
1(0, 0), A

2
1(1, 0), B

1
1(–1, 0), B

2
1(0, –1),  

B
3
1(2, 0), B

4
1(0, 1) и A

1
2(1, 1), A

2
2(2, 1), B

1
2(0, 2), B

2
2(2, –1),  

B
3
2(3, 0), B

4
2(2, 2). Системы линейных уравнений яв-

ляются неопределенными. Поэтому выберем одно 
из множества возможных решений:

x
B1
 = x

A2
 – 2, y

B1
 = 2y

A1
, x

B2
 = 2x

A1
, y

B2
 = x

A1
 – x

A2
,

x
B3
 = 2x

A2
 – x

A1
, y

B3
 = 0, x

B4
 = 2x

A1
, y

B4
 = y

A2
 +1.
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Для этого решения имеем следующие варианты:
—  если A

1
3(3, 2), A

2
2(2, 1), то B

1
3(2, 4), B

2
3(6, –1), 

B
3
3(5, 0), B

4
3(6, 3);

—  если A
1
3(3, –1), A

2
2(4, –1), то B

1
3(2, –2),  

B
2
3(6, –1), B

3
3(5, 0), B

4
3(6, 0); и т. д.

Рассмотрим другой вид ассоциированности 
множеств — ассоциированность через параметры. 
Пусть Ф(А) и Ф(В) — две фигуры в пространстве En, 
А и В — векторы их параметров в соответствующих 
пространствах параметров. Можно утверждать, что 
А ~ В ↔ Ф(А) ~ Ф(В).

Пример 2. Пусть Ф(А) – две параболы в E2. 
Пусть их уравнения соответственно y = x2 – 2x  
и y = x2/2 – 3x + 2,5. Тогда А = {A1 = {1, – 2, 0}, 
A2 = {1/2, – 3, 2,5}}. Пусть Ф(В) — две кубические 
параболы в E2. Пусть их уравнения соответствен-
но y = 16/3x3 – 16x2 + 32/3 и y = 1/3x3 – 2x2+  
+ 8/3. Тогда В = {B1 = {16/3, – 16, 32/3, 0},  
B2 = {1/3, – 2, 8/3, 0}}. Для построения линейной 
ассоциированности множеств необходимо иметь 
семь «моментальных снимков» положений образов 
в пространстве параметров. Нам дано только два. 
Поэтому системы линейных уравнений являются 
неопределенными, что позволяет выбрать любое ре-
шение из бесконечного множества. Выберем одно 
из самых простых, например: b

1
 = –2a

3
 + 16/3,  

b
2 
= 7a

3
 – 16, b

3
 = –16/5a

3
 + 32/3, b

4
 = 0. 

Если теперь A3 = {1/4, –2, 3}, то B3 = {–2/3, 
5, 16/15, 0}.

Очевидны следующие свойства ассоциирован-
ных множеств:

—  если А ~ В, то В ~ А;
—  если А ~ В и В ~ С, то А ~ С.
Задачи инженерной геометрии, связанные  

с ассоциированными множествами, встречаются  
в различных областях науки. Например, они могут 
встречаться при геометрическом моделировании 
взаимодействий физических полей [6–8]. При этом 
на некоторые точки одного скалярного поля может 
оказывать воздействие совокупность соседних то-
чек другого скалярного поля, что соответствует 
принципу ближнего действия, или совокупность от-
даленных точек, что соответствует принципу даль-
него действия. С ассоциированными множествами 
кривых связаны задачи из разных областей науки  
и техники, например [9, 10].

Обозначения и определения
Обозначим [AB] дугу кривой — образ отрезка [a, 

b] действительной числовой прямой, f[a, b] = [AB], 
f(a) = A, f(b) = B. Длину дуги обозначим L[AB].

Дуга [AiBi] есть элемент некоторого множества 
M = {[A1B1], …, [AmBm]} дуг.

Дуга [Ai
t
Bi

t
] есть член некоторого однопара-

метрического семейства T = {[Ai
0
Bi

0
], …, [Ai

1
Bi

1
]},  

0 ≤ t ≤ 1.
Ассоциированным множеством M* дуг кривых 

назовем такое множество M, которое подчиняется 
следующим условиям:
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Здесь f

i
 — взаимно однозначное и непрерывное 

отображение.
Ассоциированным семейством T* назовем такое 

семейство {M*}, которое подчиняется следующим 
условиям:

1. Каждая дуга [Ai
t
Bi

t
] задается совокупностью 

Gi
t(t) своих граничных условий, определяющих её 

так, что остается один свободный параметр;

2. 
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Предположим, что все дуги принадлежат классу 
Ck на своем отрезке действительной числовой оси.

Постановка задачи
Пусть дано ассоциированное множество M*

0
,  

то есть все дуги [Ai
0
Bi

0
] полностью определены и из-

вестны их длины Li
0
 = L[Ai

0
Bi

0
]. Пусть задано струк-

турированное множество Gi
t(t) граничных условий 

и множество коэффициентов ki
t
. Задача заключа-

ется в том, чтобы построить однопараметрическое 
ассоциированное семейство T*, каждое ассоцииро-
ванное множество которого удовлетворяет своему 
набору граничных условий из заданного структу-
рированного множества. При этом каждая дуга ас-
социированного множества удовлетворяет своему 
набору граничных условий. Для однозначности ре-
шения необходимо, чтобы каждая дуга была метри-
чески связана со всеми остальными дугами и с ду-
гами [Ai

0
Bi

0
]. Метрическую связь можно установить 

соотношениями длин дуг. Точное решение задачи 
в общем виде довольно сложно. Поэтому приведем 
её к дискретной форме и применим итерационный 
метод с последующей аппроксимацией дискретных 
данных. 

Общий алгоритм решения задачи
Опишем алгоритм решения при следующих 

ограничениях:
—  все указанные множества и семейства будем 

считать плоскими в евклидовом двумерном про-
странстве;

—  все заданные и искомые дуги аналитически 
будем записывать в виде y = f(x);

—  дискретизация для всех элементов будет ос-
нована на одном и том же принципе, то есть дуга 
[Ai

t
Bi

t
] будет образом соответствующего отрезка 

[ai
t
bi

t
], несущего равномерную сетку ai

t
 = x

0
 < x

1
 < 

… < x
n
 = bi

t
.

Дискретизация задачи заключается в вычисле-
нии длин всех звеньев ломаной Ci

0
Ci

1
…Ci

n
, вписан-

ной в дугу [Ai
t
Bi

t
] на основе построенной для неё 

сетки. Длины всех звеньев ломаной умножаются 
на один и тот же действительный коэффициент ki

t
. 

Задается закон изменения граничных условий Gi
t(t)

в зависимости от параметра t. По заданным зако-
нам изменения граничных условий при фиксиро-
ванном значении параметра каждая дуга занимает 
некоторую область пространства. В этой области 
выбирается одна точка, которая позволяет из одно-
параметрического множества дуг выбрать конкрет-
ную дугу. Таким способом строятся дуги [Ai

t
Bi

t
]. Эти 

выбранные точки и построенные с их помощью 
дуги являются начальным приближением итераци-
онного процесса. Если в каждую дугу [Ai

t
Bi

t
] вписать 

ломаную с соответствующими длинами звеньев,  
то её последняя точка в общем случае не совпадет 
с крайней точкой дуги по причине случайного вы-
бора положения промежуточной точки. Итерацион-
ный процесс заключается в пошаговом целенаправ-
ленном задании координат промежуточных точек  
в допустимой области, построении соответствую-
щих дуг и вписывании в них соответствующих ло-
маных так, чтобы с каждой итерацией расстояние 
между крайними точками дуги и ломаной уменьша-
лось. Критерием остановки работы алгоритма бу-
дет некоторая заранее заданная величина и момент, 
когда расстояние между крайними точками дуги  
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и соответствующей ломаной, вычисленное в ев-
клидовой метрике, окажется меньше заданной ве- 
личины.

Структурная модель 
трехкомпонентного тканевого пакета

Рассмотрим частный случай, схема которого 
приведена на рис. 1. Схема представляет собой по-
ловину нормального поперечного сечения пакета  
в виде бесконечной полосы, состоящей из верхней 
покровной ткани, нижней покровной ткани и на-
полнителя. Пакет обладает определенной жестко-
стью, зависящей от жесткости тканей, жесткости  
и плотности наполнителя и многих других факто-
ров, которые в данной работе не учитываются. По-
лоса опирается на прямолинейную узкую опору. 
Форма опоры может быть различной, но рассматри-
ваются только частные случаи: линейная, плоская  
и цилиндрическая форма опоры. Ширина линейной 
опоры принята стремящейся к нулю. Пакет дефор-
мируется под действием собственного веса так, что 
его края опускаются, а форма покровной ткани ме-
няется. Закон изменения формы всей трехслойной 
полосы непрерывен и зависит от суммарной жест-
кости пакета и формы опоры. Дифференциальные 
геометрические характеристики формы пакета  
в данной работе не исследуются.

Начало ортогональной системы координат по-
местим в точку опоры трехкомпонентной системы. 
Ассоциированное множество состоит из двух дуг  
(m = 2): M

0
 = {[A1

0
B1

0
], [A2

0
B2

0
]}. Дуга [A1

0
B1

0
] изо-

бражает половину верхней покровной ткани, а дуга 
[A2

0
B2

0
] — нижней. Их структурированные модели  

в первом приближении: y = a
2,0

(t)x2 + a
0,0

(t),  
y = a

2,1
(t)x2, t = 0.

При этом a
2,0

 = –a
2,1

. Пространство между ду-
гами заполнено линиями связи соответственных 
точек дуг (на схеме не показаны), которые модели-
руют взаимно однозначное и непрерывное соответ-
ствие между дугами.

Граничные условия: 
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Радиус кривизны: 
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. 
Условия образования семейства T*:

                                         ;

                                                  ;

                                                   ;

                                                .

Каждая дуга семейства [A2
t
B2

t
] строится по следу-

ющему итерационному алгоритму.
Шаг 1. На [0, x

B,0
] строится равномерная сетка  

0 = x
0
 < x

1
 < … < x

n
 = x

B,0
. Для каждого узла x

i
 сетки 

вычисляется значение y
i
 параболы [A1

0
B1

0
].

Шаг 2. Вычисляются длины всех звеньев L
i
 ло-

маной, вписанной в параболу [A1
0
B1

0
]. Вершинами 

ломаной являются узлы (x
i
, y

i
).

Шаг 3. Вычисляется радиус кривизны R
0
 и за-

дается закон изменения радиуса R(A1
t
) = R(t). Выше 

этот закон был принят линейным, но его более или 
менее истинный вид может быть установлен только 
экспериментально.

Шаг 4. Для выбранного значения параметра t по 
вершине A1

t
 и радиусу R(A1

t
) строится дуга [A1

0
B1

0
] 

параболы и в неё вписывается ломаная с длинами 
звеньев L

i
. Последняя точка ломаной определяет 

точку B1
t
(x

B,t
, y

B,t
) дуги параболы.

Шаг 5. На [0, x
B,0

] выбирается некоторая точка 
(например, точка с абсциссой x

B,t
/2) и в ней задает-

ся ордината y(x
B,t

/2).
Шаг 6. По трем точкам (0, 0), (x

B,t
/2, y(x

B,t
/2), (x

B,t
, 

y
B,t

) строится дуга параболы [A2
t
B2

t
].

Шаг 7. В параболу [A2
t
B2

t
], начиная с точки (0, 0) 

вписывается ломаная с длинами звеньев L
i
. 

Шаг 8. Если расстояние между последней точкой 
вписанной ломаной и точкой B1

t
 больше заранее за-

данной величины, то целенаправленно изменяется 
ордината y(x

B,t
/2) и выполняется возврат к шагу 6. 

Если длина ломаной оказывается больше длины па-
раболы, то необходимо увеличить абсолютное зна-
чение ординаты, если меньше, то — уменьшить. 
Цикл шагов с 6 по 8 выполняется до тех пор, пока 

Рис. 1. Схема изменения формы трехкомпонентной 
тканевой системы на линейной опоре

Fig. 1. Shape change scheme of three-component tissue system 
on a linear support
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Рис. 2. Схема изменения формы трехкомпонентной
 тканевой системы на цилиндрической опоре

Fig. 2. Shape change scheme of three-component tissue system 
on a cylindrical support
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расстояние между последними точками не станет 
меньше или равным заданной величине. В этом слу-
чае дугу [A2

t
B2

t
] можно считать найденной.

Шаг 9. Выбирается новое значение параметра t, 
и алгоритм повторяется с шага 4. Таким образом 
будет построено семейство T*.

Для построения адекватной геометрической 
модели описанной системы необходимо экспери-
ментально найти зависимость между параметром t  
и суммарной жесткостью системы.

В случае цилиндрической опоры семейства дуг 
[A1

t
B1

t
] и [A2

t
B2

t
] могут быть описаны уравнениями  

y = a
6,1

(t)x6 + a
4,1

(t)x4 + a
2,1

(t)x2, каждое из которых 
определяется на соответствующем отрезке оси аб-
сцисс (рис. 2).

В случае плоской опоры каждая дуга семей-
ства дуг [A2

t
B2

t
] состоит из прямолинейного участка 

[A2
0
C2

0
] и параболического участка [C2

0
B2

t
]. Парабо-

лический участок может быть описан уравнениями 
вида y = a

2,1
(t)x2 + a

1,1
(t)x + a

0,1
, каждое из которых 

определяется на соответствующем отрезке оси аб-
сцисс (рис. 3).

Заключение
Рассмотрена возможность геометрического мо-

делирования ассоциированных множеств, т. е. мно-
жеств, элементы одного из которых зависят от всех 
или некоторых элементов другого множества. Гео-
метрическая модель получается многомерной и ас-
социированность множеств выражается системами 
взаимосвязанных уравнений.

Предложен алгоритм построения однопараме-
трического семейства множеств взаимно связанных 
кривых, удовлетворяющих соответствующим мно-
жествам граничных условий. Оставленный свобод-
ным параметр служит для организации итерацион-
ного процесса приближения построенных кривых 
к соответствующим граничным условиям. Форма 
кривых определяется структурой аппроксимирую-
щей функции и значениями числовых коэффици-
ентов.

Рассмотрен практический пример применения 
описанного подхода. Он заключается в построении 
прогнозирующей геометрической модели измене-
ния формы трехслойного тканевого пакета, нахо-
дящегося под воздействием внешней силы. Сво-

бодный параметр имитирует суммарную жесткость 
пакета. Описанный подход возможен для численно-
го моделирования многослойных пакетов, но этот 
вопрос мы оставляем для следующих публикаций, 
как и вопрос о суммарной жесткости пакета.
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