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Предлагается аналитический метод гладкого соединения двух кривых Безье произвольной степени 

соединительной линией, являющейся также кривой Безье. В точках сопряжения соединительной линии 
с исходными кривыми реализуется порядок гладкости, соответствующий степеням исходных кривых. 
На соединительную линию могут быть наложены дополнительные ограничения, которые часто возни-
кают при решении реальных конструкторских задач. Доказаны теоремы о необходимых условиях су-
ществования соединительной кривой. Возможности предлагаемого метода применяются для решения 
следующих задач: гладкого соединения двух исходно заданных кривых Безье и гладкого скругления 
внутреннего угла, образованного пересекающимися исходно заданными кривыми Безье. Решение 
второй задачи позволяет выполнить как симметричное, так и несимметричное скругление углов, об-
разованных пересечением не прямых линий, с сохранением высокой степени гладкости в точках со-
пряжения. Показано влияние дополнительных ограничений на форму соединительной кривой.

Предлагаемый математический метод основан на решении системы линейных уравнений, в которой 
уравнениями являются условия равенства производных в точках сопряжения и в точках дополнительных 
ограничений. Кривые Безье представляются как частные случаи В-сплайна. Предлагаемый метод при-
меним как для 2D, так и для 3D случаев.

Ключевые слова: кривая Безье, параметрическая непрерывность, сопряжение, CAD-системы, гео-
метрическое ядро, системы полного жизненного цикла «САРУС».
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BEZIER CURVE CONJUGATION FOR SMOOTH 
CURVE JOINING AND CORNER ROUNDING
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The authors propose an analytical method for the smooth connection of two Bezier curves of arbitrary 
degree using a connecting curve, which is also a Bezier curve. At the points of connection between 
the connecting curve and the original curves, the smoothness order corresponds to the degrees of  
the original curves. Additional constraints can be imposed on the connecting curve, which frequently 
arise when addressing practical design challenges. Theorems establishing the necessary conditions for  
the existence of the connecting curve are proven. The capabilities of the proposed method are demonstrated 
by solving two problems: the smooth connection of two initially given Bezier curves and the smooth rounding 
of an interior corner formed by intersecting initially given Bezier curves. The solution to the second problem 
enables both symmetric and asymmetric rounding of corners formed by the intersection of non-straight 
lines, while maintaining a high degree of smoothness at the connection points. The influence of additional 
constraints on the connecting curve's shape is shown.
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Введение
В настоящее время разработка новых изделий 

ведется на системах автоматизированного проек-
тирования (САПР), которые включают в себя CAD 
(Computer-Aided Design), CAM (Computer-Aided 
Manufacturing) и CAE (Computer-Aided Engineering) 
системы. В основе этих систем лежит геометриче-
ское ядро, которое позволяет создавать двухмерные 
и трехмерные геометрические объекты и проводить 
операции с этими объектами [1]. В современных 
САПР одним из основных геометрических объек-
тов является NURBS (Non-Uniform Rational B-Spline)  
и частный случай NURBS — кривые Безье.

Соединение линий и поверхностей с заданным 
порядком гладкости (непрерывности1) является од-
ной из постоянно используемых операций в CAD-
системах. Требования к гладкости определяются 
физическими задачами, могут быть вызваны эстети-
ческими [2] и технологическими аспектами изготов-
ления изделий. Эти требования, например, возника-
ют при конструировании лопаток турбин, гребных 
винтов, поверхности летательных аппаратов, корпу-
сов судов, кузовов современных автомобилей, при 
проектировании автомобильных и железнодорож-
ных трасс и т. д. Описать такие контуры сложной 
формы аналитическими функциями невозможно, 
поэтому для их представления в САПР используют 
кусочно-непрерывные методы аппроксимации, ос-
нованные на NURBS [3]. При аппроксимации по-
строенная кривая или поверхность пройдет вблизи 
заданных точек, но при этом она будет обладать не-
обходимой гладкостью. При интерполяции, наобо-
рот, кривая или поверхность гарантировано прохо-
дит через заданные точки, но потеряет гладкость.

Например, в работе [4] с помощью дробно-ра-
циональных сегментов Безье 2-го порядка стро-
ится замкнутый сплайн Безье, проходящий че-
рез заданные точки, при этом порядок гладкости  
не превышает C2. В [5] на плоскости строится 
сплайн, составленный из кубических кривых Безье 
по заданным узлам интерполяции.

На сегодняшний день кривые Безье находят 
широкое применение в геометрическом модели-
ровании в задачах, в которых важна форма линий. 
Например, в работе [6] приводится обзор методов 
обработки кривых Безье (подгонка, манипуляция, 
слияние и блендинг) в CAD и их приложения для 
нужд производства (оптимизация траектории дви-
жения инструмента, проектирование профилей, ре-
верс-инжиниринг и т. д.).

В современной научной литературе вопросам по 
сопряжению кривых Безье с определенным поряд-
ком гладкости уделяется достаточное внимание. Так, 

автор работы [7] для проектирования автомобиль-
ной трассы использует сплайн Безье, составленный 
из сегментов кубических кривых Безье, состыко-
ванных между собой с порядком гладкости C2. В ра-
боте [8] графоаналитическими методами строится 
плоская и пространственная кривая Безье, образо-
ванная кубическими сегментами с непрерывностью 
G2 и проходящая через заданные узловые точки  
с указанными в них направляющими векторами  
и радиусами кривизны. В [9] итеративным ме-
тодом на плоскости строится сплайн, состоящий  
из кубических кривых Безье, сглаживающий лома-
ную линию и обеспечивающий непрерывность пер-
вой и второй производных. Работы [10, 11], основан-
ные на принципах «множественного сопряжения»  
(объединения нескольких сегментов в один), пред-
лагают более эффективные итеративные алгоритмы 
для создания сплайна из смежных сегментов кри-
вых Безье по сравнению с алгоритмами, основан-
ными на «парном сопряжении» [12, 13].

В ограниченном количестве работ по сопряже-
нию кривых Безье авторы вводят еще и дополни-
тельные ограничения, накладываемые на сопря-
гающую (или аппроксимирующую) кривую. Так, 
например, в работе [14] приводится метод полно-
стью гладкого сопряжения двух кривых Безье, при 
этом задается простейшее ограничение — точка, 
через которую должна пройти аппроксимирующая 
кривая. 

В [15] авторы предлагают подход, позволяющий 
наложить на аппроксимирующую кривую допол-
нительные ограничения в виде полного совпадения 
этой кривой с одной из заданных, или прохождения 
через заданную точку и равенства производных за-
данным значениям в этой точке.

Необходимо также отметить, что, как показал 
опыт практического применения CAD-модуля Си-
стемы полного жизненного цикла (СПЖЦ) «САРУС» 
[16], при разработке реальных конструкций прак-
тически всегда возникают дополнительные ограни-
чения. Они могут представлять собой, например, 
места креплений, которых обязательно должна ка-
саться конструкция, и/или значения производных 
в заданных точках, которые определяются требо-
ваниями гидроаэродинамики, эстетики, гладкости 
трасс и т.д.

Настоящая работа является дальнейшим разви-
тием общих подходов к сопряжению кривых Безье, 
представленных в работах [15, 17, 18], а также фор-
мулирует новую постановку задачи.

Целью настоящей работы является разработка 
математических методов соединения исходных кри-
вых Безье соединительной линией, которая также 

The proposed mathematical method is based on solving a system of linear equations, where the equations 
represent the derivative equality conditions at the connection points and at the points where additional 
constraints are applied. Bezier curves are treated as special cases of B-splines. The proposed method is 
applicable to both 2D and 3D scenarios.

Keywords: Bezier curve, parametric continuity, conjugation, CAD-systems, geometric kernel, full life 
cycle systems “SARUS”.
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является кривой Безье. При этом порядок непре-
рывности в точках сопряжения может быть любым 
вплоть до степени исходных кривых, и на соеди-
нительную кривую могут быть наложены дополни-
тельные ограничения в виде точек, через которые 
должны пройти соединительная линия и/или значе-
ния производных в этих точках.

Новизной работы по сравнению с работами [15, 
17] является новая постановка задачи, а по сравне-
нию с [18] — более общая постановка задачи.

В работе решаются следующие задачи. Форму-
лируются условия гладкого сопряжения соедини-
тельной кривой с двумя исходными кривыми Безье, 
которые могут иметь разные степени, при этом со- 
единительная кривая также представляется как кри-
вая Безье. На соединительную кривую могут быть 
наложены дополнительные ограничения. Порядок 
гладкости в точках сопряжения может быть задан 
произвольно вплоть до степеней исходных кривых. 
Условия непрерывности сводятся к системе линей-
ных уравнений, решением которой являются ко-
ординаты контрольных точек соединительной кри-
вой Безье. Дополнительные ограничения приводят  
к увеличению степени соединительной кривой, что 
в свою очередь приводит к увеличению числа урав-
нений в системе. Доказываются теоремы о степени 
соединительной кривой, которые являются необхо-
димыми условиями существования соединительной 
кривой. В качестве результата применения метода 
рассматриваются две задачи — гладкое соединение 
в граничных точках исходных кривых и скругле-
ние внутреннего угла, образованного пересекаю-
щимися исходными кривыми Безье. Вторая зада-
ча позволяет производить как симметричное, так  
и несимметричное скругление углов, образованных 
пересечением не прямых линий, с сохранением не-
прерывности в точках сопряжения. Кривые Безье, 
как и в работах [15, 17, 18], представляются как 
частные случаи В-сплайна, что позволяет воспользо-
ваться программными функциями геометрического 
ядра, которые за один вызов позволяют получить как 
значения базисных функций, так и все их произво-
дные, вплоть до порядка, соответствующего степе-
ни кривой Безье. Кроме этого, такое представление 
кривых Безье позволяет с минимальными трудо-
затратами распространить полученные результаты  
на B-сплайны и NURBS, которые в настоящее время 
реализованы в геометрических ядрах современных 
САПР. Рассматриваемые методы применимы как 
для плоских, так и для пространственных кривых.

Постановка задачи
Даны две исходные кривые Безье P(u) и Q(v) сте-
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, и соответствующие этим точ-
кам значения параметрических переменных u

0 
и v

0
:

                                              ,

                                               .

Необходимо определить соединительную кри-
вую Безье R(t), которая соединит точки 
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, при 
этом в точках сопряжения должны выполняться ус-
ловия гладкого сопряжения вплоть до порядка, рав-
ного степени соответствующих кривых:

     (1)

где k
p
 и k

q
 — порядок производных (здесь и далее 

по тексту нулевая производная соответствует зна-
чению функции) параметрических функций P(u)  
и Q(v) соответственно.

На соединительной кривой R(t) может быть до-
полнительно задана точка 
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 и соответствующее 
значение параметрической переменной t

0
:

 .                 (2)

Ограничение (2) может быть дополнено задани-
ем значений производных кривой R(t) в точке 
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 ,              (3)
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 — производная k
r
-го порядка; 
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 — задан-
ное значение k

r
-й производной; K — максимальный 

порядок производной.

Необходимые условия гладкого сопряжения
Теорема 1. Для выполнения условий гладкого со-

пряжения вида (1) и единственности соединитель-
ной кривой R(t) необходимо, чтобы степень соеди-
нительной кривой Безье была равна:

n
r1
 = n

p
 + n

q
 = 1,                     (4)

где n
r1
 — степень соединительной кривой Безье R(t)

при выполнении (1).
Доказательство. Условия в системе (1), опреде-

ляющие производные порядка от 0 до n
p
 для кривой 

R(t) в точке t = 0 и от 0 до n
q
 для кривой R(t) в точке 

t = 1, задают [(n
p
+1) + [(n

q
+1)] линейных уравне-

ний относительно неизвестных R
l
, 
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.
Запишем производную функции, которая опи-

сывает кривую Безье как линейную комбинацию 
производных базисных функций с контрольными 
точками в качестве коэффициентов:

        (5)

где k — порядок производной; 
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 — k-я про-
изводная l-й базисной функции степени n

r1
; R

l
 —

контрольные точки кривой R(t); 
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.
Запишем условия из системы (1), используя (5):

     (6)

Рассматривая систему (6) как систему линейных 
уравнений относительно R

l
, 
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 неизвестных, 
можно видеть, что для того, чтобы система была 
совместной и определенной (имела единственное 
решение), необходимо, чтобы число неизвестных 
было равно числу уравнений. Таким образом, коли-
чество контрольных точек кривой R(t) должно быть 
равно ((n

p
+1)+(n

q
+1)), и, следовательно, степень 

кривой будет на единицу меньше, т. е. (4). Если ко-
личество контрольных точек кривой R(t) превышает 
n

r1
, то система (6) становится неопределенной, т.е. 

будет иметь множество решений и, следовательно, 
единственность кривой R(t) будет отсутствовать.

Если количество контрольных точек кривой 
R(t) будет меньше n

r1
, то система становится не- 
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совместной и, следовательно, не имеет точного ре- 
шения.

Теорема 2. Для выполнения условий гладкого 
сопряжения вида (1) при дополнительных ограни-
чениях (3) и единственности соединительной кри-
вой R(t) необходимо, чтобы степень соединительной 
кривой Безье была равна:

n
r2
=n

r1
+(K+1),                    (7)

где n
r2
 — степень соединительной кривой Безье R(t) 

при дополнительных ограничениях вида (3); (K+1) —  
количество дополнительных ограничений.

Доказательство. По аналогии с доказательством 
теоремы 1 можно доказать, что системе (1) при 
ограничениях (3) соответствует следующая система 
линейных уравнений относительно R
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(8)

Проводя рассуждения, аналогичные доказатель-
ству теоремы 1, можно доказать, что для существо-
вания единственности соединительной кривой сте-
пень кривой R(t) должна быть равна (7).

Метод решения задачи 
без дополнительных ограничений

Представим исходные кривые Безье P(u) и Q(v) 
как частный случай B-сплайна [17]:
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 — i-я и j-я базисные 
функции B-сплайна степени n

p
 и n

q
 соответственно; 

P
i
, Q

j
 — контрольные точки кривых Безье P(u), Q(v) 

соответственно;  
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.
Узловые векторы кривых (9) и (10) представля-

ются как узловые векторы B-сплайна:
 
 

Записывая соединительную кривую Безье R(t) 
так же в виде B-сплайна, условия гладкого сопря-
жения (1) можно записать:

    (11)

где верхний индекс базисных функций соответ-
ствует порядку производных, n

r1
 — степень соеди-

нительной кривой при отсутствии дополнительных 
ограничений.

Используя алгоритм расчета базисных функций, 
реализованный в СПЖЦ «САРУС» [17] за одно об-
ращение к соответствующей функции, можно по-
лучить как все необходимые базисные функции, 
так и все их производные, которые представляются  
в виде квадратной матрицы порядка (p+1):

     (12)

где p — степень кривой Безье; k — порядок произ-
водной, 
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В предельных точках области определения па-

раметрической переменной матрица (12) имеет вид 
нижних треугольных матриц:

     (13)
     

(14)
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В матричном виде система (11) выглядит следу-

ющим образом:

(15)

где A — квадратная матрица коэффициентов систе-
мы порядка (n
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 — вектор-столбцы раз-
мера (n

r1
+1) неизвестных и свободных членов со-

ответственно.
Матрица коэффициентов A в (15) может быть 

представлена как блочная матрица:
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 — нулевая матрица размера (n

q
+1)×(n

p
+1).

A
22
 — нижняя треугольная матрица порядка 

(n
q
+1), элементы которой получены удалением пер-

вых (n
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+1) столбцов и последних (n
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+1) строк:
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p
+1), рассчитан-

ный как

      (16)

где D
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0
) — квадратная матрица порядка (n

p
+1) 

вида (12), рассчитанная для кривой 
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вектор-столбец размера (n

p
+1), элементами которо-

го являются контрольные точки кривой P(u).
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вектор-столбец размера (n
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+1), элементами которо-

го являются контрольные точки кривой Q(v).
Обратим внимание, что при решении 2D задачи 

векторы 

2,1, mn  

0)( ttR  

.

)0()0()0(

0)0()0(

00)0(

)(
,

)(
,1

)(
,0

)1(
,1

)1(
,0

)0(
,0

11

111

11

1























p

rp

p

r

p

r

rr

r

n
nn

n
n

n
n

nn

n

NNN

NN

N

A









 

.

)1()1()1(

)1()1(0

)1(00

)(
,

)(
,1

)(
,

)1(
,

)1(
,1

)0(
,

22

111111

1111

11



























q

rr

q

rr

q

rqr

rrrr

rr

n
nn

n
nn

n
nnn

nnnn

nn

NNN

NN

N

A









 

B


 

,
1

0 








B

B
B 




 

0B


, 1B


 

0B


 

,)( 00 PuDB p


  

0
)( uuuP  ; P


 

1B


 

,)( 01 QvDB q


  

0
)( vvvQ  ; Q


 

R


, P


 и Q


 

,,0,)(
2

2
0

0
)(

, KkDRtN rk

n

l
l

k
nl r

r

r

r



 

2,0 rnl   

,FYC


  

 — двухмерные, а при решении 
3D задачи эти векторы — трехмерные, что верно  
и для задачи с дополнительными ограничениями.

Метод решения задачи 
с дополнительными ограничениями

Представим дополнительные ограничения (3)  
в виде B-сплайна и его производных:

     (18)

где верхний индекс у базисных функций соответ-
ствует порядку производных; n

r2
 — степень соеди-

нительной кривой при наложении дополнительных 
ограничений.

Объединяя систему линейных уравнений (11)  
и (18), получим систему (n

r2
+1) уравнений, относи-

тельно (n
r2
+1) неизвестных, которые представляют 

собой контрольные точки соединительной кривой —  
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(19)

где C — квадратная матрица коэффициентов систе-
мы порядка (n

r2
+1); Y
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 — вектор-столбцы раз-
мера (n

r2
+1) неизвестных и свободных членов со-

ответственно.
Матрица коэффициентов C в (19) может быть 

представлена как блочная:

 
где C

n,m
 — матрицы; 
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11
 — нижняя треугольная матрица поряд-

ка (n
p
+1), элементами которой являются первые 

(n
p
+1) строк и столбцов матрицы D(0) (13), рассчи-

танной для кривой 
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C

12
 — нулевая матрица размера [(n

p
+1)×(n

r2
 –n

p
)].

C
21
 — матрица размера [(K+1)×(n

r2
+1)], элемен-

тами которой являются первые (K+1) строк матри-
цы 
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 (12), рассчитанной для кривой 
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C

31
 — нулевая матрица размера [(n

q
+q)×(n

r2
– 

–n
q
)].

C
32
 — нижняя треугольная матрица поряд-

ка (n
q
+1), элементы которой получены удалени-

ем первых (n
p
+1+K+1) столбцов и последних 

(n
p
+1+K+1) строк:
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 — вектор-столбец размера (n
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торого полностью совпадает с расчетом вектора 

Y


, F


 

,

3231

21

1211


















CC

C

CC

C  

3,1n , 2,1m . 

0)( ttR  

.

)0()0()0(

0)0()0(

00)0(

)(
,

)(
,1

)(
,0

)1(
,1

)1(
,0

)0(
,0

11

222

22

2























p

rp

p

r

p

r

rr

r

n
nn

n
n

n
n

nn

n

NNN

NN

N

C









 

0
)( tttD   

0
)( tttR   

.

)()()(

)()()(

)()()(

0
)(
,0

)(
,10

)(
,0

0
)1(
,0

)1(
,10

)1(
,0

0
)0(
,0

)0(
,10

)0(
,0

21

2222

2222

2222























tNtNtN

tNtNtN

tNtNtN

C

K
nn

K
n

K
n

nnnn

nnnn

rrrr

rrrr

rrrr









 

.

)1()1()1(

)1()1(0

)1(00

)(
,

)(
,1

)(
,

)1(
,

)1(
,1

)0(
,

32

222222

2222

22



























q

rr

q

rr

q

rqr

rrrr

rr

n
nn

n
nn

n
nnn

nnnn

nn

NNN

NN

N

C









 

F


   iF


   2,0i    0F


   0B


 

,

2

1

0


















F

F

F

F







 

,)( 01 DtDF r


  

0
)( tttD      

0
)( tttR     D


 

2F


   1B


 

  
(16).

Y


, F


 

,

3231

21

1211


















CC

C

CC

C  

3,1n , 2,1m . 

0)( ttR  

.

)0()0()0(

0)0()0(

00)0(

)(
,

)(
,1

)(
,0

)1(
,1

)1(
,0

)0(
,0

11

222

22

2























p

rp

p

r

p

r

rr

r

n
nn

n
n

n
n

nn

n

NNN

NN

N

C









 

0
)( tttD   

0
)( tttR   

.

)()()(

)()()(

)()()(

0
)(
,0

)(
,10

)(
,0

0
)1(
,0

)1(
,10

)1(
,0

0
)0(
,0

)0(
,10

)0(
,0

21

2222

2222

2222























tNtNtN

tNtNtN

tNtNtN

C

K
nn

K
n

K
n

nnnn

nnnn

rrrr

rrrr

rrrr









 

.

)1()1()1(

)1()1(0

)1(00

)(
,

)(
,1

)(
,

)1(
,

)1(
,1

)0(
,

32

222222

2222

22



























q

rr

q

rr

q

rqr

rrrr

rr

n
nn

n
nn

n
nnn

nnnn

nn

NNN

NN

N

C









 

F


   iF


   2,0i    0F


   0B


 

,

2

1

0


















F

F

F

F







 

,)( 01 DtDF r


  

0
)( tttD      

0
)( tttR     D


 

2F


   1B


 

 — вектор-столбец размера [(K+1)×(n
r2
+1)], 

рассчитанный как

 

где D
r
(t

0
) — матрица размера [(K+1)×(n

r2
+1)], кото-

рая представляет собой первые (K+1) строк матри-
цы 
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 —  
вектор-столбец, элементы которого образованы 
значениями ограничений (правые части систе- 
мы (18)).
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  — вектор-столбец размера (n
q
+1), расчет ко-

торого полностью совпадает с расчетом вектора 
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Результаты и обсуждение
Изложенные выше математические подходы 

были применены для решения некоторых задач.
На рис. 1а приведено гладкое соединение двух 

исходно заданных кубических кривых Безье P(u)  
и Q(v) с непрерывностью C3 в точках сопряжения. 
На рис. 1б-г показано влияние дополнительных 
ограничений на соединительную линию при сохра-
нении непрерывности C3 в точках сопряжения. 

Дополнительные ограничения заданы для t
0
 = 

=0,5 и имеют следующий вид:

R(0)(0,5)=(12;14),                    (20)

R(1)(0,5)=(8,1;1,4),                   (21)

R(2)(0,5)=(–5;–39).                 (22)

Как следует из анализа рис. 1, дополнительные 
ограничения могут существенно изменять форму 
соединительной кривой. 

На рис. 2 приводится пример применения пред-
лагаемых методов для задачи скругления угла, обра-
зованного двумя кривыми Безье 3-й степени, с со-
хранением непрерывности C3 в точках сопряжения 
исходных кривых со скруглением (соединительной 
кривой).

Выводы
В работе представлен математический подход 

для решения задач гладкого сопряжения кривых 
Безье в граничных и внутренних точках области 
определения параметрической переменной. В точке 
сопряжения сохраняется непрерывность как самой 
функции, так и всех ее производных до порядка, 
равного степени заданных кривых Безье.

                                          в)                                                                                        г)
Рис. 1. Гладкое соединение с непрерывностью C 3: а — без дополнительных ограничений; б — ограничения (20); 

в — ограничения (20–21); г — ограничения (20–22)
Fig. 1. Smooth connection with C 3 continuity: a — without additional constraints; б — constraints (20); 

в — constraints (20–21); г — constraints (20–22)

                                           а)                                                                                           б)
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Задача о сопряжении расширяется наложением 
дополнительных ограничений в виде прохождения 
сопряженной кривой через заданную точку и зада-
ния производных в этой точке, что позволяет управ-
лять формой кривой после сопряжения.

Важным приложением решения задачи о сопря-
жении во внутренних точках для развития функ-
циональных возможностей CAD-систем является 
возможность скруглять углы, образованные пересе-
чением кривых Безье произвольной степени. 

Разработанные алгоритмы могут быть реко-
мендованы для имплементирования в CAD-модуль 
СПЖЦ «САРУС» [16].

Примечания

1В работе термины гладкость порядка r в точке сопря-
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