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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ 
ФОРМООБРАЗОВАНИЯ 
ЦИКЛИЧЕСКОЙ И КАНАЛОВОЙ 
ПОВЕРХНОСТЕЙ НА ОСНОВЕ 
НЕЛИНЕЙНОГО ВРАЩЕНИЯ
Настоящая статья является продолжением цикла работ авторов по вопро-
сам формообразования поверхностей нелинейного вращения. Геометриче-
ская схема формообразования поверхностей этого класса включает в себя: 
ось нелинейного вращения, представляющую собой гладкую, в общем случае 
пространственную кривую, и образующую линию, также гладкую простран-
ственную кривую. При вращении образующей линии относительно криволи-
нейной оси каждая точка образующей описывает окружностную траекторию 
в соответствующей нормальной плоскости оси вращения. В результате фор-
мируется поверхность нелинейного вращения, представляющая собой нор-
мальную циклическую поверхность. В настоящей работе, с целью развития 
ранее полученных авторами результатов исследования в области формоо-
бразования поверхностей нелинейного вращения, рассмотрено решение об-
ратной задачи формообразования и дано математическое обоснование воз-
можности формообразования каналовой поверхности на основе решений 
прямой и обратной задач. В работе приведены числовые примеры формо- 
образования рассматриваемых поверхностей, сопровождаемые математиче-
скими моделями поверхностей, их компьютерной реализацией. Результаты 
исследований могут быть полезными при разработке САПР, предусматрива-
ющих проектирование поверхностных форм изделий на основе циклических 
и каналовых поверхностей в машиностроении, строительстве, архитектуре  
и других практических областях.

Ключевые слова: нелинейное вращение, математическая модель, гладкость 
функции, формообразование, циклическая поверхность, обратная задача, ка-
наловая поверхность. 

Введение. В предыдущих работах авторов [1, 
2] были рассмотрены вопросы теории формообра-
зования нормальных циклических поверхностей 
на основе нелинейного вращения. Последнее мо-
жет быть рассмотрено как обобщение линейного 
вращения, известного в геометрии и кинематике 
и характеризующегося наличием в пространстве 
прямолинейной оси вращения с окружностными 
траекториями точек пространства, формируемыми 
в пучке плоскостей, перпендикулярных оси враще-
ния. Прямая линия пространства в линейном вра-
щении остается прямой линией, а расстояние и угол 
являются инвариантными параметрами этого вра-
щения. В случае же нелинейного вращения осью 
вращения служит гладкая кривая линия, при этом 
окружностные траектории точек пространства рас-
пределяются по нормальным плоскостям криволи-
нейной оси и образуют нелинейный пучок плоско-
стей, а центры вращений точек пространства — это 
точки пересечения криволинейной оси и ее нор-
мальных плоскостей. Прямая линия в нелинейном 

вращении теряет свою прямолинейность, а расстоя-
ние и угол не являются инвариантными параметра-
ми этого вращения. 

Авторам известно несколько работ, посвящен-
ных вопросам теории и практических приложений 
нелинейного вращения. В работах [3, 4] выполнено 
построение обобщенных поверхностей вращения 
на основе введения функции взаимосвязи геоме-
трий линии центров вращения и линии радиусов. 
В качестве траектории вращательного движения 
точек пространства используется кривая второго 
порядка, представленная в виде кусочной рацио-
нальной кривой Безье. Авторами указанных работ 
оставлены нерассмотренными вопросы влияния 
геометрии и взаимного расположения указанных 
линий на геометрию формируемой обобщенной по-
верхности вращения. В работах [5, 6] введено по-
нятие «квазивращение», как обобщение понятия 
«вращение». При этом в качестве оси вращения 
использованы кривые второго порядка. Результаты 
исследований были успешно приложены авторами 
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указанных работ к формообразованию алгебраи-
ческих кривых и поверхностей высоких порядков  
и выполнено практическое применение исследова-
ний в параметрической архитектуре.

В настоящей работе для решения новых задач 
формообразования поверхностей нелинейного вра-
щения (ПНВ) используется предложенная авторами 
ранее [1, 2] геометрическая схема формообразова-
ния этих поверхностей, базовыми элементами кото-
рой служат: криволинейная ось вращения и криво-
линейная образующая линия. В работе рассмотрены 
решения следующих задач формообразования:

1. Обратная задача, в которой требуется по за-
данной криволинейной оси вращения и заданному 
следу образующей линии ПНВ в нормальной пло-
скости этой оси, определить саму ПНВ.

2. Определение каналовой поверхности (КП)  
на основе геометрической схемы формообразова-
ния ПНВ.

Решение первой задачи позволяет раскрыть ню-
ансы и особенности формообразования ПНВ, пред-
ставляющей собой, по существу, нормальную ци-
клическую поверхность (НЦП). Решение же второй 
задачи демонстрирует единство математических 
моделей формообразования НЦП и КП и универ-
сальность предлагаемой геометрической схемы 
формообразования этих поверхностей, что позво-
ляет утверждать существование единого подхода  
к формообразованию двух разнотипных классов 
поверхностей. 

Следует отметить обширное множество отече-
ственных и зарубежных публикаций по вопросам 
геометрии формообразования КП [7–11]. Очевид-
но, теоретический интерес к этим поверхностям об-
условлен, прежде всего, их разноплановой практи-
ческой востребованностью:

1) в качестве сглаживающих поверхностей 
сложных поверхностных конструкций [12, 13];

2) в задачах телесной трассировки при проекти-
ровании авиационной техники [14–16];

3) в компьютерной графике (компьютерные 
игры и анимация) [17];

4) в CAGD (Computer Aided Geometric Design) 
[7, 12, 13, 18] и др. областях науки, техники и про-
мышленности.

Математические модели поверхностей, обра-
зуемых на основе нелинейного вращения. Рассмо-
трим решения двух задач формообразования по-
верхностей, отмеченных во введении. В основу этих 
решений положены теоретические закономерности 
вращения геометрических объектов относительно 
пространственной криволинейной оси, рассмотрен-
ные в работах [1, 2]. 

1. Решение обратной задачи формообразова-
ния ПНВ. Постановка задачи: определить ПНВ  
по заданной ее пространственной криволинейной 
оси вращения и заданному следу образующей ли-
нии искомой поверхности в нормальной плоскости 
оси. 

Уравнение оси вращения в неподвижной декар-
товой системе координат Oxyz имеет вид:

                                              ;  

Уравнение следа g
g
 образующей линии искомой 

ПНВ в локальной системе координат подвижного 
трехгранника (, , ) оси q следующее:

                                                   ;  

В работе [2] был рассмотрен алгоритм формо- 
образования ПНВ по заданным базовым элементам 
геометрической схемы формообразования — оси 
вращения 
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 и образующей линии G(l), соверша-
ющей вращение относительно оси. Было отмечено, 
что в процессе формообразования ПНВ в текущей 
нормальной плоскости (, ) оси 
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 образуется не-
которая линия g

g
, представляющая собой след обра-

зующей линии G(l) в процессе ее вращения. Обра-
зование этого следа при заданной образующей G(l)
назовем прямой задачей формообразования. Обрат-
ной будет задача определения образующей линии  
и самой ПНВ по заданной оси 
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 и заданному сле-
ду 
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  (рис. 1).
Выполняя переход от подвижной декартовой си-

стемы координат Qτνβ к неподвижной Oxyz, полу-
чим следующее уравнение:

 ,               (1)

где приняты обозначения: A–1(t) — матрица пере-
хода от подвижной декартовой системы координат 
к неподвижной:

                                                ,

                                        ,

                                               .

Чтобы уравнение (1) описывало в неподвижном 
пространстве образ 
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 линии 
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, принадлежащей 
нормальной плоскости (, ), необходима функци-
ональная связь параметров μ и t. Эта связь не обе-
спечивается исходными условиями рассматривае-
мой задачи. Поэтому введем некоторую функцию 
f(t), устанавливающую гомеоморфное соответствие 
числовых отрезков 
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 и 
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. При 
этом на функцию f(t) должно быть наложено усло-

вие 
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, обеспечивающее ее гладкость. 
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Рис. 1. Исходные данные 
для решения обратной задачи 

формообразования ПНВ
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С введением такой функции уравнение (1) при-
нимает вид:

 .               (2)

Уравнение (2) описывает в системе координат 
Oxyz пространственную кривую g — образ следа 
g

g
, принадлежащего нормальной плоскости (, ) ли-

нии q. Очевидно, рассматриваемая обратная задача 
имеет не единственное решение. Очевидно также, 
что линия (2) служит образующей линией для фор-
мообразования ПНВ. Рассмотрим пример.

Пример 1. Криволинейная ось вращения q 
и след g

g
 заданы соответственно уравнения-

ми: 

)())(()()( 1 tQtfrtAtG gg  

 

 ttttQ 100),sin(10),cos(10)(   
]1,0[t  

  ]1,0[ ,1020,2020,0)( 2 gr  

),( tG  

 ,

)10)12((10

)sin()cos(

)cos()sin(

),( 
2




























k

kt

SS

SS

tG YX

YX

 

1002 k  

)12(10  ,
)12(100 2




 tS
k

t
S YX

 

]1,0[   

]1,0[t  

0)(  tf  






























k

tkt

tDtD

tDtD

tGg YX

YX

g

)10)12((10

)sin()cos(

)cos()sin(

)(:
2

 

].1,0[  ),12(10  ,
)12(100

  ,100 2
4

2 


 ttD
k

t
Dk YX

 

)),,( ),,( ),,((),(  tztytxtW  

   1,0,1,0 t  

0))()(()(  tQlGtQ  

, 

)())(()()( 1 tQtfrtAtG gg  

 

 ttttQ 100),sin(10),cos(10)(   
]1,0[t  

  ]1,0[ ,1020,2020,0)( 2 gr  

),( tG  

 ,

)10)12((10

)sin()cos(

)cos()sin(

),( 
2




























k

kt

SS

SS

tG YX

YX

 

1002 k  

)12(10  ,
)12(100 2




 tS
k

t
S YX

 

]1,0[   

]1,0[t  

0)(  tf  






























k

tkt

tDtD

tDtD

tGg YX

YX

g

)10)12((10

)sin()cos(

)cos()sin(

)(:
2

 

].1,0[  ),12(10  ,
)12(100

  ,100 2
4

2 


 ttD
k

t
Dk YX

 

)),,( ),,( ),,((),(  tztytxtW  

   1,0,1,0 t  

0))()(()(  tQlGtQ  

  
в неподвижной системе координат Oxyz  
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в подвижной локальной системе координат Qτνβ. 
Требуется построить ПНВ.

Решение. Исходные данные позволяют получить 
на основании выражения (1) уравнение поверхно-
сти 
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. 
Зададим некоторую функцию  = f(t) так, что-

бы выполнялось условие 
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, например,  = t2.  
По уравнению (2) определим пространственную 
кривую g — образ следа g

g
 (рис. 2) 

                                                              ,
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Последующее формообразование ПНВ основано 
на вращении кривой линии g относительно криво-
линейной оси q и выполняется на основе алгоритма, 
приведенного в работе [1]. При помощи приведен-
ных в работе [2] уравнений определяются коорди-
натно-параметрические уравнения ПНВ: 

  

                                           .

Развернутая форма этих уравнений ввиду их 
большой громоздкости в работе не приводится. Ви-
зуализация результатов вычислений по полученным 
уравнениям приведена на рис. 2.

2. Формообразование каналовой поверхности. 
В нелинейном вращении точка пространства опи-
сывает круговую траекторию, принадлежащую 
нормальной плоскости (, ) криволинейной оси 
вращения q, при этом центр траектории есть точка 
оси вращения, через которую проходит нормальная 
плоскость. Из этих условий следует уравнение

 ,                 (3)
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 — векторное уравнение образующей, опи-
сывающей в нелинейном вращении ПНВ, каждая 
точка которой описывает соответствующую круго-
вую траекторию. Из уравнения (3) следует зависи-
мость l = f(t), при этом, как показано в работе [2], 

выполняется условие 
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, обеспечивающее 

гладкость этой функции в каждой точке числового 
отрезка [t

0
, t

n
].

Как известно, каналовой называется поверх-
ность, огибающая однопараметрическое множе-
ство сфер. Это определение каналовой поверхно-
сти было дано в 1805 г. французским геометром, 
основателем начертательной геометрии Г. Монжем 
(1746–1818). 

Сформируем сферу радиуса R(t) в неподвижной 
системе координат:

 (4)
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 — радиус-вектор произвольной точки 
этой сферы. Запишем однопараметрическое семей-
ство сфер 
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. Сформируем 
огибающую однопараметрического семейства сфер:

                                                            (5)

Система уравнений (5) определяет характери-
стическую окружность c(t) как линию пересечения 
плоскости 
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 и текущей сферы семейства 
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. 
Следуя методике [7], дадим геометрическую интер-
претацию системе (5). Для этого введем обозначение 
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. Тогда, учитывая второе уравнение 
системы (5), запишем: 
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. 
В таком случае систему уравнений (5) можно пред-
ставить следующим образом:

                           (6)

Определим характеристическую окруж-
ность c(t) (рис. 3). Из вышеизложенного сле-
дует, что 
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. В таком случае 
из второго уравнения системы (6) следует, что 
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. Введя обозначение 
R(t) ∙ cosα = ρ(t), из предыдущего равенства получаем:

.            (7)
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Рис. 2. Исходные данные и результаты вычислений: 
образующая линия g и ПНВ на её основе
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ρ(t) определяет расстояние от центра Q локальной 
системы координат Qτνβ до плоскости 
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, содер-
жащей характеристическую окружность c(t). Урав-
нение (6) позволяет определить радиус характери-
стической окружности:

 .                (8)

Очевидно, выражение 
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.
Рассмотрим получение векторно-параметриче-

ского уравнения каналовой поверхности. Параме-
трические уравнения характеристической окружно-
сти c(t) в локальной декартовой системе координат 
Qτνβ для t = t

Q
 будут иметь следующий вид:

 
                                                         ,  

                                                  ,

)2sin()()( 1  QQc trtt
 

],[ 0 nQ tttt  , ]1,0[  

 ),(),,(),(),(  QcQcQcQc ttttttttR
 

)(),()(),( 1 tQtRtAtG c  
 

)(1 tA
 

 22 40 ,60100 ,10050)( ttttQ 
 

]1,0[t  

 222  ,60100 ,5050= )( llllG 
 

]1,0[l  

,
250+127

250000+ 000649+9962411172000163696683312073476125
)(

23456

t

tttttt
tR




250127

)7541)(250127(5
)(

2






t

ttt
tf

 

,25000049600099624111720001636966833120734761 23456  ttttttA

.25241  tB  

 ttttQ 100),sin(10),cos(10)(   

]1,0[t  

  ]1,0[ ,1020,2020,0)( 2  vrg  

.588410)( 24 R
 

  ,
2
1

210041622163164326(
2

1

1002

1
)(1 






























 ABBBBBB

A
Rtr

 

 

 

, 

где  

)2sin()()( 1  QQc trtt
 

],[ 0 nQ tttt  , ]1,0[  

 ),(),,(),(),(  QcQcQcQc ttttttttR
 

)(),()(),( 1 tQtRtAtG c  
 

)(1 tA
 

 22 40 ,60100 ,10050)( ttttQ 
 

]1,0[t  

 222  ,60100 ,5050= )( llllG 
 

]1,0[l  

,
250+127

250000+ 000649+9962411172000163696683312073476125
)(

23456

t

tttttt
tR




250127

)7541)(250127(5
)(

2






t

ttt
tf

 

,25000049600099624111720001636966833120734761 23456  ttttttA

.25241  tB  

 ttttQ 100),sin(10),cos(10)(   

]1,0[t  

  ]1,0[ ,1020,2020,0)( 2  vrg  

.588410)( 24 R
 

  ,
2
1

210041622163164326(
2

1

1002

1
)(1 






























 ABBBBBB

A
Rtr

 

 

 

.

В общем виде уравнение окружности c(t = t
Q
) 

в локальной системе координат Qτνβ имеет вид: 
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. Урав-
нение каналовой поверхности в общем виде можно 
записать так:

 ,              (9)
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 — матрица обратного перехода.
Пример 2 (прямая задача). Задана кри-

волинейная ось вращения q уравнени-
ем 
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. 
Образующая линия g задана уравнением 
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. Требуется 
построить каналовую поверхность.

Решение. Уравнение каналовой поверхности 
определяется в соответствии с алгоритмом, приве-
денным выше. Вначале определим выражение для 
радиусов сфер в неподвижной системе координат 
по уравнению (4):

Рис. 3. К интерпретации
 огибающей 

однопараметрического 
семейства сфер

Рис. 4. Визуализация каналовой поверхности 
(пример 2, прямая задача)
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при этом введена функциональная зависимость параметров l = f(t) [2]:

                                                                                          .

Затем по уравнению (8) определяем радиус характеристической окружности:
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где приняты обозначения:
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Используя общее выражение (9), определяем 
уравнение каналовой поверхности, которое ввиду 
громоздкости не приводится. Визуализация резуль-
татов вычислений, выполненных по полученному 
уравнению, приведена на рис. 4.

Пример 3 (обратная задача).   
Криволинейная ось вращения q и след 

g
g
 заданы соответственно уравнения-
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в неподвижной системе координат Oxyz  
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в нормальной плоскости (, ). Требуется построить 
каналовую поверхность.

Решение. Уравнение каналовой поверхности 
определяется также в соответствии с алгоритмом, 
приведенным выше. В обратной задаче построения 
поверхности ПВН задаётся функциональная зави-
симость  = f(t). На основе выражения (4) получаем 
уравнение радиусов сфер в неподвижной системе 
координат 

 

По уравнению (8) определяем радиус характери-
стической окружности:
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 A= 44 + 82 – 8+5, B = (4004 + 8002– 
–800+500)2.

По общему выражению (9) определяем уравне-
ние каналовой поверхности. Её развёрнутое урав-
нение ввиду его громоздкости также не приводится. 
Визуализация результатов вычислений по получен-
ному уравнению приведена на рис. 5.

Заключение. В результате исследования зако-
номерностей образования поверхностей нелиней-
ного вращения построена общая математическая 
модель известных в геометрии и ее практических 
приложениях двух классов поверхностей: нормаль-
ных циклических и каналовых. В этой модели гео-
метрическая схема формообразования каналовой 
поверхности представляет собой наиболее общую 
схему, основанную на классическом определении 
этой поверхности. В случае нормальной цикличе-
ской поверхности выполнено решение обратной 
задачи формообразования, которое в совокупности 
с решением для этой поверхности прямой задачи, 
изложенным в предыдущих работах авторов, соз-
дает теоретический базис формообразования по-
верхностей класса нормальных циклических. Пред-
ставленные числовые примеры формообразования 
поверхностей обоих классов подтверждают работо-
способность и универсальность предложенной ма-
тематической модели.

Математическая модель и соответствующие ей 
алгоритмы формообразования могут быть исполь-
зованы при разработке специализированных САПР, 
предусматривающих разработку поверхностных 
конструкций на основе циклических и каналовых 
поверхностей в различных областях науки, техники 
и промышленности.
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MATHEMATICAL MODEL 
OF THE FORMATION 
OF CYCLIC AND CHANNEL SURFACES 
BASED ON NONLINEAR ROTATION
This work is a continuation of the series of works by the authors devoted to the 
issues of shaping surfaces of nonlinear rotation. The geometric scheme for the 
formation of surfaces of this class includes: an axis of nonlinear rotation, which is 
a smooth, generally spatial curve, and a forming line, also a smooth spatial curve. 
When the generating line rotates relative to the curvilinear axis, each point of the 
generating line describes a circumferential trajectory in the corresponding normal 
plane of the rotation axis. As a result, a surface of nonlinear rotation is formed, 
which is a normal cyclic surface. In this work, in order to develop the research 
results previously obtained by the authors in the field of shaping surfaces of 
nonlinear rotation, the solution to the inverse problem of shaping is considered and 
a mathematical justification is given for the possibility of shaping a channel surface 
based on solutions to the direct and inverse problems. The work provides numerical 
examples of the formation of the surfaces under consideration, accompanied by 
mathematical models of surfaces, their computer implementation and visualization. 
The research results can be useful in the development of CAD systems that involve 
the design of surface forms of products based on cyclic and channel surfaces in 
mechanical engineering, construction, architecture and other practical fields.

Keywords: nonlinear rotation, mathematical model, smoothness of function, shaping, 
cyclic surface, inverse problem, channel surface.
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