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ИНТЕРВАЛЬНЫЕ МНОЖЕСТВА 
В ИНЖЕНЕРНОЙ ГЕОМЕТРИИ
Описывается конструктивный подход к геометрическому моделированию ин-
тервальных множеств многомерного пространства. Под интервальными мно-
жествами понимаются линейные множества k-плоскостей с неопределенны-
ми, интервальными параметрами. Рассматривается задание таких множеств 
интервальным базисом, под которым понимается базис с неопределенностью 
координат вершин базисного k-симплекса. Геометрические модели таких мно-
жеств имеют комбинаторную структуру в виде областей пространства, огра-
ниченных кусочно-линейными гиперповерхностями. Аналитические модели 
строятся в виде систем интервальных уравнений или в виде систем уравнений 
и интервальными параметрами. Каждое интервальное множество описывает-
ся интервальной функцией, связывающее параметры множества. Множество 
интервальных функций образует область в пространстве параметров. Анализ 
взаимного положения областей для нескольких интервальных множеств по-
зволяет судить об их взаимном положении в пространстве. Описанный подход 
может быть применен к решению ряда теоретических и прикладных задач ин-
женерной геометрии, примеры которых приведены. Теоретический матери-
ал статьи иллюстрируется интервальными множествами прямых, некоторые 
свойства которых описываются аналитически. 

Ключевые слова: геометрическая модель, интервальное множество, параме-
трическое задание, k-плоскость, кусочно-линейная структура, интервальный 
параметр, гиперплоскость.

Введение. Геометрическое моделирование, ана-
лиз, синтез и оптимизация систем в условиях не-
определенности является одной из основных задач 
современной инженерной геометрии. Важную роль 
в решении этих задач играет интервальная мате-
матика, позволяющая учитывать естественную не-
определенность, свойственную многим реальным 
системам. Как самостоятельный раздел математи-
ки интервальная математика возникла достаточ-
но давно [1, 2]. В настоящее время теоретические 
направления её развития заключаются в исследо-
вании интервальных функций [3, 4], разрешимо-
сти интервальных уравнений и систем уравнений  
[5, 6], разработке интервальных подходов к обра-
ботке экспериментальных данных [7, 8] и др.

Началу геометрического направления теорети-
ческой интервальной математики, видимо, было 
положено Ю. Г. Стояном в 2006 г. В дальнейшем 
теоретические разработки его школы послужи-
ли основой для решения прикладных геометри-
ческих задач размещения, упаковки, раскройки  
и др. Тогда же были введены понятия интервальной 
прямой, интервальной плоскости, …, интервально-
го пространства. В настоящее время развитие этого 
направления инженерной геометрии приостанови-
лось, вероятно, из-за отсутствия в России соответ-
ствующей научной школы. Такая оценка косвенно 
подтверждается отсутствием опубликованных на-
учных работ данного геометрического направления. 
Близкие по направлению исследования [9–14].

Целью настоящей работы является исследование 
линейных интервальных геометрических множеств 
k-плоскостей на основе интервальной арифметики 

с уклоном в геометрическое моделирование систем. 
Часто встречаются случаи, когда стандартные мето-
ды моделирования не являются удовлетворительны-
ми из-за сложной структуры и неопределенности 
факторов и параметров [15]. В связи с этим в на-
стоящее время развиваются и широко используют-
ся методы интервального моделирования и интер-
вального анализа сложных систем [16–19]. Однако 
изучаются в основном алгебраические и вычисли-
тельные подходы к решению проблемы. В данной 
работе предлагается конструктивный подход к из-
учению и моделированию интервальных геометри-
ческих множеств.

Определения и обозначения. Интервальным па-
раметром (ИП) будем называть вещественный чис-
ловой параметр, принимающий любые значения  
из замкнутого промежутка. Обозначение ИП: [a] = 
=[a–, a+]  a–  a  a+.

Интервальным множеством (ИМ) фигур будем 
называть любое множество, определенное хотя бы 
одним ИП. Обозначаться такие ИМ будут буквами 
A, B, C, … В данной работе будем рассматривать 
ИМ k-плоскостей n-мерного евклидова простран-
ства. Обозначаться такие ИМ будут s-ИМk, где s —  
размерность ИМ, принимающая значения от 1  
до (k + 1)(n – k). Описывается такое множество 
разрешимой системой линейных интервальных 
уравнений

[A] ∙ [X] = ∙ [B],                         (1)

где [A] = ([a
i,j
]) — интервальная (n – k) ∙ m-матрица, 

где [B] = ([b
i
]) — интервальный m-вектор, X = (x

1
, …,  
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x
n
) — вектор аргументов. Здесь n – k  m  . При 

m > n – k-система (1) должна быть разрешимой. 
Это необходимое, но не достаточное условие суще-
ствования ИМk. Например, 1-ИМ1 представляет со-
бой однопараметрическое ИМ прямых — часть пуч-
ка или линейчатой поверхности. В другом крайнем 
случае 2(n – 1)-ИМ1 конструктивно представляет 
собой линейчатую n-мерную «трубку», в случае  
n = 2 — «бабочку». Если границы «трубки» ап-
проксимированы кусочно-линейными гиперповерх-
ностями (отсеками гиперплоскостей), то ИМk бу-
дем называть линейным. С увеличением m и при 
сохранении условия разрешимости системы (1) 
n-«трубка» сужается и при m → ∞ превращается  
в определенную k-плоскость.

В случае, если система (1) принимает вид

[a
i
] ∙ [x

i
] + [x

n
] = [b

i
],  ∙ i = 1, …, m,

соответствующее 2(n – 1)-ИМ1 можно рассматри-
вать двояко: как n-мерную «трубку», заданную сво-
ими проекциями на координатные плоскости или 
как интервальное множество гиперплоскостей, за-
данное своими интервальными следами на коорди-
натных плоскостях. О существовании в заданном 
ИМ интервального множества гиперплоскостей 
можно судить по критерию

                                      .

Задание и структура интервальных множеств. 
Любая k-плоскость задается своим k-симплексом  
S = {S

0
, …, S

k
}, S

i
 = (x

1
, …, x

n
)
i
, который называет-

ся базисным k-симплексом. Предположим, что хотя 
бы одна вершина базисного k-симплекса, а в общем 
случае — все вершины, задается ИП (или хотя бы 
одним из n). То есть [S

i
] = ([x

1
], …, [x

n
])

i
. Тогда [S

i
] 

представляет собой область n-мерного простран-
ства, ограниченную гиперпараллелепипедом S

i
 = 

=[x
1
]
i
… [x

n
]
i
.

Предположим, что для всех значений i≠j Si∩Sj =  
=Ø. Тогда (k + 1)(n – k)-ИМk задается множе-
ством S

i
 и условием пересечения с каждым из них. 

Обратное утверждение неверно.
Поясним это утверждение на примере. Пусть  

n = 2, k = 1. Тогда имеем заданными S
0
 = [x

1
]
0
   

 [x
2
]
0
, S

1
 = [x

1
]
1
   [x

2
]
1
, Si∩Sj = Ø.

Кроме этого, эти множества упорядочены  
по каждой координате, то есть их проекции  
на координатные оси — интервалы расположены 
по возрастанию значений в одинаковом порядке  
по каждой оси. Образуется 2-ИМ1. В символиче-
ской записи [S

0
, S

1
] = [0]. Или 

                                                   .

Схема 2-ИМ1 приведена на рис. 1.
Если имеется заданная 2-ИМ1, то S

0
 = [AB],  

S
1
 = [CD] — отрезки прямых. Тогда в символиче-

ской форме [AB, CD] = [0] и в параметрической 
форме 

[x
1
]
0
 = (1 – u

0
) x

iA
 + u

0
x

iB
, 

[x
1
]
1
 = (1 – u

1
) x

iC
 + u

1
x

iD
, 0  u

0,1
  1.

Если 
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, то 2-ИМ1 на рис. 1 эквивалентны 
по заданию ИМ1. Действительно, [AB] и [CD] мож-

но рассматривать как диагонали прямоугольников 
S

0
 и S

1
. 

В общем случае ИМk может быть задано любым 
набором {S

0
, S

1
, … , S

S
, a

s+1
, … , a

k
}, … ,{S

0
, S

1
, … , S

S
, 

[a]
s+1

, … , [a]
k
}, … ,{S

0
, … , Sk}.

Структура таких ИМ следующая. Для  
k = n – 1 ИМk делит пространство на три откры-
тые n-мерные области: «верхнюю», «внутреннюю» 
и «внешнюю», если задаться направлением вдоль 
какой-либо координатной оси. Обозначим грани-
цу между «верхней» и «внутренней» областями Г+,  
а между «внутренней» и «нижней» — Г–. Для (k + 
+1)(n – k)-ИМk Г+ ∩ Г– = Ø.

В общем случае ИМk образует n-мерную «труб-
ку» с одной границей, отделяющей «внешнюю» 
область от «внутренней». Во всех случаях грани-
ца есть совокупность гиперплоскостей, опорных к 
соответствующему набору данных. Совокупность 
опорных гиперплоскостей образует кусочно-линей-
ную структуру границ.

Структуру ИМk проще всего определить в 
(k+1)-мерном пространстве. Задав в системе коор-
динат Ox

1
…x

k+1
 базисные множества S

i
 = (0, … , 0, 

[x
i
], 0, …, 0), i = 1, …, k + 1, уравнение ИМk можно 

записать в виде

 
                                             .

Тогда очевидно, что Г образуется множеством 
k-плоскостей, заданных базисными k-симплексами:

                                                            ,

                                                            ,

                                                             . 

Отметим важную особенность ИМ. ИМk мо-
жет быть задана набором областей{S

0
, … , Sm},  

k + 1  m < .
В этом случае этот набор должен быть совмест-

ным, то есть должна существовать хотя бы одна 
k-плоскость, пересекающая все области.

Рассмотрим пример. Пусть n = 2, k = 1. Заданы 
S

0
, S

1
, S

2
, которые упорядочены по возрастанию: [x

1
]
0
 

< [x
1
]
1
 < [x

1
]
2
, [[x

2
]
0
 < [x

2
]
1
 < [x

2
]
2
. Тогда 2-ИМ1 в сим-

волической форме описывается системой интер-
вальных уравнений [AB, CD] = [0], [EF, CD] = [0]  
(рис. 2). Если точкам отрезка АВ приписать пара-
метр 0 ≤ u ≤ 1: u

A
 = 0, uB = 1, а точкам отрезка 

EF — параметр 0 ≤ v ≤ 1: v
E
 = 0, v

F
 = 1, то 2-ИМ1 

можно записать в параметрической форме

[x
i
]
u
 = (1 – u) x

iA
 + ux

iB
,

Рис. 1. 2-ИМ1 типа «бабочка» на плоскости
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[x
i
]
v
 = (1 – [v]) x

iE
 + [v]x

iF
,

 

Частный случай пересечения интервальных 
множеств. Рассмотрим случай, когда несколько 
n-ИМ(n – 1), пересекаясь, образуют n-ИМ(n – 1). 
Пусть задано множество{S

0
, … , Sm}, m > n. Оно 

определяет C
m

nn-ИМ(n – 1), если для любой пары  
i ≠ j Si∩Sj = Ø. Пусть все n-ИМ(n– 1) определяются 
уравнениями

                                                    .

Обозначим эти n-ИМ(n – 1) как Aj. Можно до-
казать, что в пространстве параметров (ai, b) каждое 
Aj будет изображаться точкой некоторой области, 
ограниченной в подпространстве (ai) гиперпаралле-
лепипедом ([a

1
] × … × [a

n–1
])

j
, а в пространстве (ai, 

b) — двумя гиперповерхностями b–(a
i
)
j
 и b+(a

i
)
j
. Эти 

гиперповерхности будут иметь кусочно-линейную 
структуру. Можно доказать теорему.

ТЕОРЕМА. Множества Si, 0 ≤ i ≤ m, m ≥ n, явля-
ются совместными, то есть определяют некоторое 
n-ИМ(n – 1), тогда и только тогда, когда

 

и  

Предположим, что первое условие не выполня-
ется для [a

1
]
1
 и [a

1
]
2
, которые определяются тремя 

базисными областями S
0
, S

1
 и S

2
. Это означает, что 

либо [a
1
]
1
 ∩ [a

1
]
2
 = Ø, либо [a

2
]
1
 ∩ [a

2
]
2
 = Ø, либо  

и то и другое вместе. Всего возможно восемь ва-
риантов невыполнения первого условия. Каждый  
из этих вариантов означает отсутствие в плоскости 
(x

1
, x

n
) такого 2-ИМ1, которое было бы инцидентно 

проекциям S
0
, S

1
 и S

2
 на эту плоскость.

Если первое условие выполняется, то есть  
[a

1
]
1
∩ [a

1
]
2
 = [a

1
0] ≠ Ø, то это означает, что в плоско-

сти (x
1
, x

n
) существуют 2-ИМ1, являющиеся интер-

вальными следами n-ИМ(n – 1) А
1
 и А

2
 одновремен-

но или их параллельными следами. Очевидно, что 
первый вариант возможен только при выполнении 
второго условия.

Направления дальнейших исследований. Опи-
шем вкратце некоторые возможные направления 
исследований в области неопределенной, интер-
вальной геометрии как прикладного, так и теоре-
тического характера. В самых общих словах основ-
ной задачей инженерной геометрии в настоящее 
время является задача построения геометрических 
моделей систем с детерминированными параме-
трами. Однако существование многочисленных 
классов систем с неопределенностями позволяет 
предложить интервальную геометрию как основу 
для решения проблемы построения моделей таких 
систем. Например, в рамках этой проблемы могут 
быть предложены геометрические подходы к реше-
нию следующих задач: обработка данных с неопре-
деленностью в наблюдениях, измерениях или вы-
числениях (интервальные множества многомерных 
поверхностей отклика), моделирование временных 
деформаций параметров системы (интервальное 
прогнозирование свойств систем), построение мо-
делей для систем одного класса (согласование моде-
лей по принципу интервального подобия) и др.

Возникающие при этом геометрические задачи 
могут быть решены при помощи следующих тео-
ретических исследований в области интервальной 
геометрии:

— рассмотрение интервальных многомерных 
объектов как множеств геометрических детермини-
рованных образов. Реализация такого подхода воз-
можна аналитическими и вычислительными мето-
дами решения стандартных геометрических задач, 
дополненных алгоритмами перебора значений па-
раметров из интервальных данных;

— задание интервальных объектов детермини-
рованными параметрами и моделирование их точ-
ками некоторых связных областей в пространстве 
параметров. Форма и положение этих областей по-
зволяет судить о свойствах и отношениях рассма-
триваемых объектов и решать прикладные задачи 
(задачи оптимизации или задачи инцидентности,  
к которым относятся, например, задачи размеще-
ния, покрытия, упаковки, компоновки и др.);

— исследование геометрических свойств ин-
тервальных отображений, в которых интервальные 
объекты могут рассматриваться как образы некото-
рых детерминированных геометрических объектов. 
Возможна постановка обратной задачи — задачи 
восстановления детерминированного деформиро-
ванного объекта по заданному интервальному об-
разу.

В качестве примера теоретического приложения 
рассмотрим одну из задач распознавания образов, 
заключающуюся в определении интервальной со-
гласованности недетерминированных систем с ин-
тервальной неопределенностью. Параметры систем 
вычисляются по эмпирическим данным. Чтобы быть 
интервально согласованными все изучаемые систе-
мы должны удовлетворять следующим условиям:

— аналитические модели систем принадлежат 
одному и тому же классу, но могут иметь разные 
структуры и разные числовые параметры;

— для каждой системы в пространстве модели 
существует свое аппроксимирующее интервальное 
множество, со своей структурой и своими параме-
трами;

— внутри аппроксимирующего интервального 
множества никакая аналитическая зависимость вы-

Рис. 2. Задание 2-ИМ1 совместными ИМ 
и область изменения параметров
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ходного параметра от аргументов не противоречит 
исходным данным;

— все системы являются совместными в интер-
вальном смысле, то есть их аппроксимирующие ин-
тервальные множества принадлежат одному классу, 
например, являются линейчатыми.

Под интервальной согласованностью систем по-
нимается существование в каждом из аппроксими-
рующих интервальных множеств такой детермини-
рованной аналитической зависимости выходного 
параметра от аргументов (геометрического объ-
екта типа гиперповерхности), для которой в каж-
дом из других аппроксимирующих интервальных 
множеств найдется подмножество аналитических 
зависимостей, совпадающих с первой с точностью  
до преобразования подобия.

Заключение. Как показал анализ литературы, 
интервальная математика и мягкие вычисления 
играют существенную роль в прикладных исследо-
ваниях. Возможность построения интервальной ге-
ометрии, основанной на интервальной арифметике, 
очевидна. Однако опубликованных научных работ 
в этом направлении крайне мало. В данной статье 
сделана попытка рассмотреть некоторые способы 
задания интервальных геометрических образов,  
а именно k-плоскостей, исследовать их структуру  
и некоторые свойства.

Интервальные геометрические образы позволя-
ют строить геометрические модели систем в усло-
виях неопределенной информации, которая харак-
терна для большинства сложных систем.
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INTERVAL SETS 
IN APPLIED GEOMETRY
Geometric modeling of interval sets of multidimensional space is considered. The 
interval set is determined as a set of k-planes of uncertain interval parameters. 
Interval parameters may be given by means of interval basis which are k-simplexes 
having vertex coordinates which are not fully presented (only up to range of 
values). Geometric images of the sets have combinatorial structure formed by some 
part of the space and bordered by a set of peace linear hyper-surfaces. Analytic 
model is a system of interval equations which may be transformed to equations with 
uncertain parameters. The set of interval parameters generate an interval function 
and geometric image of it is some domain in parametric space. Analyses of mutual 
position of all domains allows us to determine the behavior of interval sets. Some 
properties of interval line sets are considered in detail as examples of the proposed 
approach.

Keywords: geometric model, interval set, parametric determination, k-plane, 
piecewise linear structure, interval parameter, hyper-plane.
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