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КАЧЕСТВЕННАЯ МОДИФИКАЦИЯ
ГЕОМЕТРИЧЕСКИ 
ОРИЕНТИРОВАННЫХ МЕТОДОВ 
ПОСТРОЕНИЯ ПРОСТРАНСТВЕННЫХ
КРИВЫХ В C3D FAIRCURVEMODELER
В статье приводится подробный алгоритм улучшения команды C3D 
FairCurveModeler построения пространственной кривой класса F с аппрокси-
мацией посредством рациональной кубической сплайновой кривой (NURBzS-
кривой) и с аппроксимацией посредством B-сплайновой кривой высокой 
степени. Улучшение достигается за счёт оптимизации структуры простран-
ственного Геометрического Определителя Эрмита при определении его  
на пространственной виртуальной кривой (V-кривой), построенной на мно-
жестве К2П (конических кривых) двойного соприкосновения. Структура Гео-
метрического Определителя Эрмита улучшается в операции определения ка-
сательной в опорной точке путем переопределения направления касательной 
с учетом пространственных направлений касательных в концевых точках сег-
мента К2П при построении множества К2П двойного соприкосновения. 
Для демонстрации модифицированного метода в работе показывается: 
1) улучшение качества конической спирали, моделируемой штатной коман-
дой _Helix CAD-систем ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD с помощью команды C3D 
FairCurveModeler построения NURBzS-кривой;
2) построение B-сплайновой кривой 8-й степени на точках конической спирали 
командой C3D FairCurveModeler и сравнение с аналогичными построениями  
в CAD-системах, ‘AliasDesignStudio’, NX, декларирующих возможность постро-
ения кривых высокого качества (класса A).

Ключевые слова: пространственная сплайновая кривая, C3D FairCurveModeler, 
геометрическое ядро C3D, C3D FairCurveModeler, К2П, конические кривые, 
кривые класса A, кривые класса F.

Введение. Сплайны активно используются и раз-
виваются в инженерной геометрии [1–10]. В дан-
ной работе авторы предлагают алгоритм улучшения 
изогеометрического построения пространственной 
глобальной сплайновой кривой, основанной на по-
строении плоской виртуальной кривой (V-кривой) 
высокого качества. Проблема изогеометрического 
построения кривых впервые была поставлена в ра-
боте [11]. В качестве примеров дальнейшей работы 
по изогеометрической (в англоязычной литературе 
как «shapepreserving») аппроксимации сплайнами 
можно привести работы [12–14]. 

В работе [15] приведены формулы работы  
с рациональными сплайновыми кривыми Безье 
(NURBzS-кривыми) (вычисления / уплотнения, 
повышения степени, перехода от представле- 

ния конической кривой в виде соприкасающего-
ся треугольника и инженерного дискриминанта  
к NURBzS-представлению и наоборот), формулы 
изогеометрической аппроксимации Геометриче- 
ского Определителя (ГО) Эрмита второго порядка 
фиксации посредством NURBzS-кривой. Эти фор-
мулы вошли в золотой фонд методов геометриче-
ского ядра C3D [16] и были использованы для раз-
работки приложений CAD-систем [17].

Однако метод изогеометрической аппроксима-
ции для построения пространственного ГО Эрмита 
второго порядка фиксации посредством кубической 
NURBzS-кривой не обеспечивает непрерывности 
кручения (рис. 1, слева), где NURBzS-кривая — это 
последовательность сегментов плоских рациональ-
ных кубических кривых Безье.
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В работе [15] предлагается улучшение алгоритма 
аппроксимации пространственной кривой.

Общий алгоритм следующий. Предварительно 
пространственная ломаная «укладывается» на пло-
скость с сохранением углов между звеньями. За-
тем строится плоская V-кривая высокого качества 
(кривая класса C5 [5]). На каждом цикле генерации 
точек V-кривой формируется множество кривых 
второго порядка (К2П) двойного соприкосновения. 
На последнем цикле генерации и формируется ГО 
Эрмита второго порядка фиксации в виде опорной 
ломаной с фиксированными касательными и векто-
рами кривизны в каждой опорной точке. Множе-
ство К2П двойного соприкосновения дают в каждой 
узловой точке V-кривой вектор касательной и зна-
чение кривизны. На плоском ГО Эрмита строится 
плоская сплайновая кривая Безье. Затем плоская 
сплайновая кривая Безье переносится на простран-
ственную исходную ломаную. Плоский сегмент 
переносится в плоский сегмент пространственного 
треугольника [15].

Смежные дуги пространственной кубической 
NURBzS-кривой после реконструкции на простран-
ственную исходную ломаную находятся в разных 
плоскостях. Для построения пространственной кри-
вой с непрерывным кручением в работе [15] пред-
лагается следующая схема. С помощью функции 
повышения степени (ElevateDegree) производится 
переход от кубической NURBzS-кривой к эквива-
лентному представлению NURBzS-кривой 6-й сте-
пени. Для обеспечения непрерывности кручения 
у смежных дуг смежные тройки управляющих то-
чек проецируются в одну плоскость. Эта плоскость 
может быть биссекторной плоскостью, проходя-
щей через общий касательный отрезок смежных 
B-полигонов. По графикам кривизны (рис. 1, тонкая 
линия) можно судить о качестве построения кри-
вых. Кривая, построенная посредством NURBzS-
кривой 6-й степени, которая расположена справа, 
является более качественной, чем кривая слева, по-
строенная посредством кубической NURBzS-кривой.  
Но данное улучшение не является идеальным. 

Цель разработки модифицированного мето-
да — построение более качественных простран-
ственных кривых с улучшенными показателями, 
такими как плавность изменения кривизны и кру- 
чения.

1. Улучшение алгоритма построения простран-
ственного ГО Эрмита. Чтобы показать принцип 
улучшения алгоритма, приведем основные этапы 

алгоритма построения кривой, которые даны в ра-
боте [18]:

1. Построение эскиза кривой, которая может 
быть задана различными способами, например, 
множеством точек.

2. Определение или построение геометрическо-
го определителя, заданного с помощью опорной 
или касательной ломаной. Форма ломаных должна 
однозначно определять форму кривой, то есть быть 
изогеометрической.

3. Построение алгоритма генерации точек кри-
вой на заданных параметрах геометрического опре-
делителя. 

4. Выделение управляющих параметров геоме-
трического определителя аппроксимирующей кри-
вой и ее редактирование. 

Итерационная схема построения V-кривой для 
уплотнения спецификации геометрического опре-
делителя следующая: 1) на опорной или касатель-
ной ломаной строится базис сплайна как множество 
дважды соприкасающихся К2П; 2) генерируются 
точки кривой на множестве дважды соприкасаю-
щихся К2П.

Алгоритмы вычисления параметров К2П являют-
ся геометрически ориентированными и основаны 
на методах начертательной геометрии [19, 20]. Эта 
операция реализуется в программе TangentToConic 
определения касательной и инженерного дискри-
минанта в промежуточной точке. Программа реали-
зует графоаналитический алгоритм. 

Суть геометрически ориентированного подхо-
да поясняется следующей схемой. Пусть задан со-
прикасающийся треугольник с конической кривой  
и точка P на кривой (рис. 2).

Предварительно в соприкасающемся треуголь-
нике ABC вводится аффинная система координат. 
В этой системе координат высота равнобедренного 
треугольника равна 1, длина основания равна 1. Вво-
дится плоскость, перпендикулярная плоскости тре- 
угольника ABC. На прямой, проходящей через точку 
B параллельно введенной плоскости, устанавливает-
ся источник центрального проецирования S таким 
образом, что точка P проецируется на введенную 
плоскость в точку P', принадлежащую окружности 
с диаметром AC. Боковые стороны треугольника 
проецируются на введенную плоскость в виде двух 
параллельных прямых. Сегмент конической кривой 
преобразуется в дугу полуокружности. Заданная 
точка P переходит в точку P' на полуокружности. 
Определяется в точке P’ полуокружности касатель-

Рис. 1. Метод аппроксимации ГО Эрмита второго порядка 
фиксации посредством кубической NURBzS кривой (слева) 

и посредством NURBzS-кривой 6-й степени (справа) [14]

Рис. 2. Определение параметров конической кривой 
графоаналитическим способом
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ная прямая. Затем обратными проективными пре-
образованиями касательная прямая к окружности 
переходит в касательную прямую в аффинной си-
стеме координат. Точка D' пересечения полуокруж-
ности с высотой переходит в точку D пересечения 
медианы с сегментом К2П в аффинном треугольни-
ке. По точке D определяется инженерный дискри-
минант кривой и другие параметры квадратичной 
NURBzS-кривой. 

В алгоритм построения пространственной 
V-кривой [15] на этапе построения множества К2П 
двойного соприкосновения в пункте определения 
касательной к конической кривой добавляется опе-
рация коррекции направления касательной с уче-
том пространственных направлений касательных в 
концевых точках сегмента конической кривой. 

Модифицируется построение базиса сплайна. 
Базис сплайна на пространственной опорной лома-
ной {T

i
} строится как множество дважды соприка-

сающихся К2П {Ri}. 
Алгоритм представляет собой итерационное пе-

реопределение касательных прямых {P
i
} в опорных 

точках {T
i
}.

Первоначально в каждой опорной точке P
i
 на-

правление пространственной касательной прямой 
параллельно хорде опорной ломаной и вектор ка-
сательной лежит в плоскости треугольника T

i–1
, T

i
, 

T
i+1

.
Определяется направление касательной прямой 

P
i
 на плоскости треугольника T

i–1
, T

i
, T

i+1
 по схе-

ме (рис. 2). Пространственные касательные P
i–1

,P
i+1 

при этом проецируются на плоскость треугольни-
ка T

i–1
, T

i
, T

i+1
. После определения касательной P

i  

в плоскости треугольника T
i–1

, T
i
, T

i+1
 выполняется 

коррекция направления касательной в опорной точ-
ке T

i
 с усреднением пространственных направлений 

касательных P
i–1

,P
i+1 

 в концевых точках T
i–1

, T
i+1

 
сегментов R

i
 К2П. Усреднение выполняется следую-

щим образом. Определяется точка T
i–1,i

 псевдопере-
сечения пространственной касательной прямой P

i–1
 

с касательной прямой P
i
, принадлежащей плоско-

сти треугольника P
i–1

, P
i
, P

i+1 
. Точка псевдопере-

сечения лежит на середине отрезка, соединяющего 
ближайшие точки скрещивающихся прямых. Таким 
же образом определяется точка T

i,i+1
 псевдопересе-

чения касательной прямой P
i
 с касательной прямой 

P
i+1

, Пространственное направление касательной P
i  

в точке T
i
 определяется вектором T

i–1,i
T

i,i+1
. 

В модифицированной программе вводится фраг-
мент 1, который изменяет направление искомой ка-
сательной p3 с учетом направлений исходных каса-
тельных в точках p1 и p2.

Фрагмент 1
//----------------------------------------------------------------
// Определение касательного вектора к конике,
// инженерного дискриминаната.
// ---
MbResultType
TangentToConic ( const c3d::PointVector3D & 

p1_d,  // первая точка с касательной
const c3d::PointVector3D & p2_d,  // вторая точка 

с касательной
                c3d::PointVector3D & p3_d,        // 

третья точка  с искомой касательной
double& d0 )  // дискриминант
{
   // Модификация для пространственной лома-

ной
  // Касательная p3 лежит в плоскости треуголь-

ника опорных точек

  // Поворот касательной по направлениям про-
странственных кривых

MbCartPoint3D pnt1, pnt2;
LineIntersectIn3D(p1_d.first, p1_d.second, t3, p3, 

pnt1); 
// определение точки пересечения pnt1 прямых  

p1 и (t3, p3)
LineIntersectIn3D(t3, p3, p2_d.first, p2_d.second, 

pnt2); 
// определение точки пересечения pnt2 прямых 

(t3, p3) и p2
  MbVector3D tng3(pnt1, pnt2); // вектор, соеди-

няющий точки пересечения
  tng3.Normalize(); // нормализация простран-

ственного вектора касательной 
p3_d.second = tng3;
  //Модификация END
2. Аппроксимация пространственного ГО Эр-

мита посредством NURBzS. При аппроксимации 
V-кривой на ГО Эрмита второго порядка фиксации 
посредством NURBzS-кривой локальный B-полигон 
сегмента плоской кубической рациональной кри-
вой Безье определяется следующим образом [15, 
16]. На участке T

i–1
, T

i
 по заданным К2П R

i–1
, R

i
 

определяются квадратичные рациональные кривые 
Безье. Затем определяются плоские B-полигоны 
рациональных кубических кривой Безье путем по-
вышения степени сегментов конических кривых  
в формате рациональных квадратичных кривых 
Безье. Определяется результирующий B-полигон 
путем усреднения исходных и на результирующем 
B-полигоне определяется рациональная кубическая 
кривая Безье, которая имеет кривизны в точках  
T

i–1
, T

i
, совпадающие с кривизнами К2П R

i–1
, R

i
. Да-

лее первое звено укладывается на пространствен-
ную касательную P

i–1
 в точке T

i–1
, третье звено 

укладывается на касательную P
i
 в точке T

i
. Ниже 

приводится фрагмент 2 программы
Фрагмент 2
//----------------------------------------------------------------
// Построение сегмента кубической NURBzS  

по концевым точкам, касательным
// и значениям кривизна
//---
voidGetNurbsCubicSegment( const 

c3d::PointVector3D & p1,  // Первая точка с каса-
тельным вектором

const c3d::PointVector3D & p2,  // Вторая точка с 
касательным вектором

doubled_fix,   // Инженерный дискриминант
double cvt_0,   // Кривизна в первой точке
double cvt_1,   // Кривизна во второй точке 
MbVector3D v[], // GB-полигон
double u[] )    // узлы
//Модификация для пространственного ГО
  MbVector3D v_r0_bp1, v_r3_bp2;
  v_r0_bp1 = bp[1] - r0;   // Вектор первого зве-

на плоского  B-полигона
  v_r3_bp2 = bp[2] - r3;   // Вектор третьего зве-

на плоского B-полигона
double s_r0_bp1, s_r3_bp2;
  s_r0_bp1 = v_r0_bp1.Length();
  s_r3_bp2 = v_r3_bp2.Length();
r1 = r0 + s_r0_bp1 * p1.second;  // Укладка пер-

вого звена на первую касательную
r2 = r3 - s_r3_bp2 * p2.second;  // Укладка тре-

тьего звена на вторую касательную
Протестируем модифицированный метод. Для 

тестирования используется функционал приложе-
ния FairCurveModelerapp ZWCAD [21] / BricsCAD 
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[22] / AutoCAD [23], разработанного в системе 
ToolKit C3D [24]. Вот как выглядит NURBzS-кривая 
после улучшения алгоритма (рис. 3) по сравнению  
с кривой из работы [15] (рис. 1).

2.1.  Улучшение качества примитивов CAD-
систем. Проведем сравнительное тестирование 
с методом аппроксимации примитива _Helix  
в ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD: 

1) построим примитив _Helix в ZWCAD и про-
тестируем качество (рис. 4).

Как видим по графикам кривизны, построен-
ная кривая не удовлетворяет базовым требованиям  
к плавности; 

2) попробуем улучшить качество штатной кони-
ческой кривой. Снимем точки с примитива _Helix  
и построим кривую с помощью команды постро-
ения V-кривой и аппроксимации NURBzS-кривой 
(рис. 5).

Как видим, качество конической спирали суще-
ственно улучшилось. 

3. Аппроксимация пространственного ГО Эрми-
та посредством B-сплайновой кривой. Второй метод 
изогеометрической аппроксимации пространствен-
ного ГО Эрмита — метод построения B-сплайновой 
кривой высокой четной степени. Метод был пред-
ложен в работе [25]. 

Предложенный алгоритм полностью ломает 
стереотипы построения глобальных B-сплайновых 
кривых и укладывается в новое направление разра-
ботки геометрически ориентированных алгоритмов 
построения кривых.

Применительно к плоскому ГО Эрмита алгоритм 
описывается следующим образом. Используется 
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 и множество касательных    niiP 0  
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таким образом, что касательная ломаная 
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,  
определенная точками пересечения касательных, 
будет изогеометрична моделируемой кривой. 

Формулируется задача изогеометрического по-
строения на плоской ломаной инцидентную точкам 
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 B-сплайновой кривой. Необходимо определить 
B-сплайновую кривую r(u) четной степени, изогео-
метрическую форме ломаной 
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 и инцидентную 
точкам 
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 в точках ξ
i
 фик-

сированной сетки Δu: u
i–1

< ξ <u
i+1

, i = 1,…,n – 1; 
ξ

0
= u

0
 … ξ

n
 = u

n
.

Ключевым моментом в предлагаемом итераци-
онном алгоритме является то, что область коррект-
ности решения ограничивается условием изогеоме-
тричности s-полигона форме касательной ломаной 
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.
Пусть на некотором j-ом шаге приближения 

в области корректности получен s-полигон 
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(рис. 6). 

Невязка локального приближения на участке  
u

i–1
< u <u

i+1
 определяется  как кратчайшее расстоя-

ние 
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 от точки P
i
 до B-сплайновой кривой:

                                         ,			 
		

 .                       (1)

Точки 
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 получаются как точки пересече-
ния прямых 
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 совпадающих со звеньями 
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Переопределяются точки 
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 параллельным 
смещением прямой 
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 на величину локальной невяз-
ки — 
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. Точки пересечения смещенной прямой  
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с прямым 
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 определят новые точки 
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.  
Модифицированный s-полигон  
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уменьшит локальную невязку 
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. Благодаря свой-
ствам B-сплайнов, влияние точек 
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  наибо-
лее сильно на отрезке u

i–1
< u <u

i+1
, резко умень-

шается за его пределами и становится нулевым  
за пределами отрезка u

i–m/2
< u <u

i+m/2
.

На основе этого свойства строится регуляризи-
рующий алгоритм последовательных приближений 
как последовательность параллельных смещений 
звеньев 
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, на величины — 
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, 0,1,…n.
Для построения пространственной B-сплайновой 

кривой алгоритм модифицируется следующим об-
разом. 

Рис. 3. NURBzS-кривая, построенная 
по улучшенному алгоритму

Рис. 4. Примитив _Helix в ZWCAD. Слева в изометрии,
 справа — вид сверху на эволюту (увеличено). Построены 

графики кривизны (тонкие линии большего диаметра)
и эволюты на изометрии (в центре, 

волнистая тонкая линия)

Рис. 5. Построена NURBzS-кривая на точках примитива 
_Helix. Построены графики кривизны (тонкая линия 

с большим диаметром) и эволюты (в центре изометрии,
 волнистая тонкая линия). Слева — изометрия, 
справа — вид сверху на эволюту (увеличено)

Рис. 6. Схема алгоритма 
приближения [15]
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B-сплайновая кривая восстанавливается непо-
средственно на пространственном ГО Эрмита. Ос-
новным алгоритмом и в этом случае остается ал-
горитм приближения плоской кривой. Невязка (1) 
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 по итерациям прибли-
жения определяются точками «псевдопересечения»
скрещивающихся касательных прямых 
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. Эти 

точки совпадают с серединой отрезка, которые со-
единяют ближайшие точки касательных прямых. 

Проверим, как работает алгоритм на оптимизи-
рованном пространственном ГО Эрмита (рис. 1).

Выполним сравнительное тестирование с CAD-
системами ‘RhinoCeros 3D’ [26], ‘AliasDesignStudio’ 
[27] и NX [28] демо-версий 2023–2024 гг.

В качестве исходных данных используем точки 
(Приложение 1), снятые с пространственного при-
митива _Helix (конической спирали).

Построим B-сплайновую кривую степени 8  
на этих точках в FairCurveModeler (рис. 7).

Эволюта практически идеальной формы, за ис-
ключением концевых участков. Это кривая клас- 
са F. 

3.1. Сравнение с ‘AliasDesignStudio’. Построим 
на тех же точках B-сплайновую кривую 7-й степени 
в ‘AliasDesignStudio’ (рис. 8). 7-я степень самая вы-
сокая в ‘AliasDesignStudio’.

Это не кривая класса F.
3.2. Сравнение с NX. Построим на тех же точках 

B-сплайновую кривую 7-й степени в NX (рис. 9).
Надо отдать должное разработчикам NX. Эво-

люта практически идеальной формы, за исключе-
нием концевых участков. Тем не менее метод NX 
не является методом класса F. В следующей статье 
авторы покажут существенные ограничения CAD-
систем, не позволяющие им претендовать на высо-
кое звание топ системы.

Выводы
1. Улучшен алгоритм построения пространствен-

ной V-кривой путем коррекции направлений каса-
тельных на пространственной ломаной при постро-
ении множества К2П двойного соприкосновения. 

2. Улучшен алгоритм аппроксимации V-кривой 
посредством NURBzS-кривой. Показана возмож-
ность существенного улучшения качества прими-
тива _Helix (конической спирали) в CAD-системах 
ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD.

3. За счет качественной модификации геоме-
трически ориентированных методов достигнуто 
существенное улучшение качества B-сплайновой 
кривой высокой степени, которая аппроксими-
рует V-кривую. Сравнительное тестирование 
метода FairCurveModeler на примере построе-
ния B-сплайновой кривой высокой степени по-
казывает существенное преимущество перед ме-
тодами CAD-систем, таких как ‘RhinoCeros 3D’  
и ‘AliasDesignStudio’.
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QUALITATIVE MODIFICATION 
OF GEOMETRICALLY ORIENTED
METHODS FOR CONSTRUCTING 
SPATIAL CURVES 
IN C3D FAIRCURVEMODELER
The article provides a detailed algorithm for improving the C3D FairCurveModeler 
commands for constructing a class F spatial curve with approximation by a rational 
cubic spline Bezier curve (NURBzS-curve) and with approximation by a high-
degree B-spline curve. The improvement is achieved by optimizing the structure 
of the Hermite spatial Geometric Determinant when defining it on a spatial virtual 
curve (V-curve) created on a set of double-tap conical curves. The structure of 
the Hermite Geometric Determinant is improved by changing the direction of the 
tangents, taking into account the spatial directions of the tangents at the end points 
of the conic segments at the step of constructing the set of double-tap conical 
curves.
To demonstrate the modified method, the work shows
1) Improving the quality of a conical spiral modeled by the regular _Helix command 
of CAD systems ZWCAD, BricsCAD, AutoCAD by using the C3D FairCurveModeler 
command for creating a NURBzS-curve.
2) Construction of a B-spline curve of the 8th degree on the points of a conical spiral 
by the C3D FairCurveModeler command and comparison with similar constructions 
in the CAD systems 'Rhino Ceros D', 'Alias Design Studio', NX which declare the 
construction of high quality curves (class A).

Keywords: Spatial spline curve, C3D FairCurveModeler, C3D geometric kernel, 
conic curves, class A curves, class F curves.
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