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АППРОКСИМАЦИЯ 
ДВУМЕРНЫХ МНОЖЕСТВ 
ТОЧЕЧНЫМИ КОНФИГУРАЦИЯМИ
В статье рассматриваются плоские точечные множества, обладающие иерар-
хической структурой, и решение задачи аппроксимации плоской точечной 
конфигурации некоторой «идеальной» конфигурацией. Заданное множество 
представляет собой размытый, деформированный, искаженный образ или 
множество случайных реализаций неизвестного «идеального» образа. За-
данное множество и его аппроксиманта должны обладать схожими иерар-
хическими структурами. Структура аппроксимирующей конфигурации опре-
деляется априори. Аппроксимация осуществляется методом наименьших 
квадратов при условии указания соответствия элементов структур. Аппрокси-
мирующими преобразованиями являются линейные преобразования. В статье 
описываются преобразования подобия, как наиболее общие. 

Ключевые слова: точечное множество, конфигурация, аппроксимация, линей-
ные преобразования, расстояние. 

Введение. Одной из задач инженерной геоме-
трии является задача идентификации геометриче-
ской формы объекта по конечной совокупности 
измерений отдельных её элементов или наблюде-
ний отдельных её реализаций. Наблюдаемая форма 
может быть искажена или деформируема, и тогда 
возникает задача восстановления её первоначаль-
ного или наиболее вероятного вида. Такая задача 
является стандартной задачей аппроксимации, если 
форма аналитически описывается явной зависимо-
стью одного параметра от других [1]. 

Задача аппроксимации резко усложняется, если 
явная зависимость отсутствует. В этом случае тре-
буется априорная информация, позволяющая за-
ранее задать некоторые параметры, например, 
порядок формы [2]. В некоторых задачах предва-
рительно задаются геометрические свойства, такие 
как обладание осевой или центральной симметрией 
и другие [3]. 

Изучаемый объект может обладать иерархиче-
ской структурой. В этом случае восстановлению 
подлежит не только искаженная форма объекта,  
но и расположение и форма отдельных его элемен-
тов. Такая задача возникает в системах автомати-
ческого распознавания изображений [4]. Известна 
задача приближения множества точек плоскости 
кривой 2-го порядка, в частности, окружностью 
[5–7]. При этом никакие условия на взаимное по-
ложение точек на кривой не накладываются. При 
наличии таких условий требуется изменить подход 
к решению. Учитывая, что точки образуют неко-
торую точечную конфигурацию, возникает задача 
приближения данного точечного множества точеч-
ной конфигурацией с заданными метрическими со-
отношениями параметров [8, 9].  

Постановка задачи. Пусть на плоскости задано 
множество A = {A

1
, …, A

n
} точек, которое можно 

рассматривать как искаженный (деформируемый, 
размытый) образ некоторого «идеального» множе-

ства-оригинала C = {C
1
, …, C

m
}, C

j
 (z

j
). Положение 

каждой точки A
i
 в выбранной системе координат 

определяется радиус-вектором z
i
+z0, где z0 — слу-

чайный вектор с нулевым математическим ожида-
нием и ненулевой дисперсией. Вектор z0 не зависит 
от z

i
. 

Пусть данному A каким-либо способом может 
быть поставлено в соответствие конечное множе-
ство «идеальных» прообразов-оригиналов B = {B

1
, …,  

B
k
}, B

j
 = {B(z

j
)}. Каждый из них наделен некоторой 

структурой иерархического типа, которую можно 
назвать точечной конфигурацией. Множество ори-
гиналов формально может быть создано методом 
генерации большого числа достаточно разнообраз-
ных геометрических фигур различной сложности. 
Положение каждой точки оригинала задается в вы-
бранной системе координат, а сам оригинал зани-
мает частное положение.

Пусть имеется множество T = {T: {z} →  
→ {z}} преобразований плоскости, каждое из ко-
торых трансформирует множество конфигураций В  
во множество четких образов С. Множество Т мо-
жет быть множеством подобий, аффинитетов, про-
ективитетов, бирациональных преобразований выс-
шего порядка.

Таким образом, можно сформулировать следу-
ющие задачи:

— для заданного точечного множества А, вы-
бранного оригинала B

j
 и выбранного преобразова-

ния Т найти образ C
j
 = T(B

j
), наименее отклоняю-

щийся от А по норме
 
                                            ;

— среди множества конфигураций В найти та-
кую конфигурацию B

j
, чтобы в заданном классе 

преобразований

                                            .
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Основной алгоритм. Прежде всего, заметим, что 
структура множества А может характеризоваться 
следующими внешними признаками:

— наличием детерминированной составляющей, 
искаженной случайной деформацией, но тем не ме-
нее позволяющей сделать априорные заключения 
об относительном положении точек и структуре 
множества А;

— каждая точка или часть точек множества А 
задается некоторой выборкой, придающей структу-
ре множества А стохастический характер, но по-
зволяющей сделать априорные выводы о структуре 
всего множества.

Исходя из этого иерархическую структуру мно-
жества А и структуру B

j
 можно определять в следу-

ющей последовательности.
Во-первых, определение общей структуры мно-

жества А и сопоставление каждой возможной част-
ной структуре 

minF  AC jj  

  minT  AjB  

C
iA      

A
iG  

 
      

isni

n

AAAA

AA

,,,,,,,

,,

211

1








CA

A
 

 
iqiiis

s

i GG AAACCC ,,, 1,
1

  GAAA  

A
jiG  

   snAAA ,,,,, 11    

 ;kBB ,,1 B im

m

i BB ,
1
 , 

   snisi AAA ,,,,, ,11,1   BB  

 
ipii GG BBB ,,1  GB , AB

ii GG  . 

B
iG  

min
22

,,1

 
C
is

C
i A

ii
A

iij zzzzF   

0,0 









b

F

a

F jj  

min
2

1

 


n

i
ii zzF  

   bzzB  ,,01
BGB  

2,21,22 AAA   
01,2 zkd A , 

02,2 zkd A ; 

    
    



,,,,,

,,,,

321
1,2
2

21
1,2
1

n

n

AAAA

AAA





A

A
 

  .,,1,0 21 bazzBB  BG)()(B  

 множества 

minF  AC jj  

  minT  AjB  

C
iA      

A
iG  

 
      

isni

n

AAAA

AA

,,,,,,,

,,

211

1








CA

A
 

 
iqiiis

s

i GG AAACCC ,,, 1,
1

  GAAA  

A
jiG  

   snAAA ,,,,, 11    

 ;kBB ,,1 B im

m

i BB ,
1
 , 

   snisi AAA ,,,,, ,11,1   BB  

 
ipii GG BBB ,,1  GB , AB

ii GG  . 

B
iG  

min
22

,,1

 
C
is

C
i A

ii
A

iij zzzzF   

0,0 









b

F

a

F jj  

min
2

1

 


n

i
ii zzF  

   bzzB  ,,01
BGB  

2,21,22 AAA   
01,2 zkd A , 

02,2 zkd A ; 

    
    



,,,,,

,,,,

321
1,2
2

21
1,2
1

n

n

AAAA

AAA





A

A
 

  .,,1,0 21 bazzBB  BG)()(B  
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, j = 1, …, q — параметризация структу-
ры 
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, представляющая собой множество апри-
орных утверждений или метрических соотноше-
ний дискриптивного характера, описывающих 
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приближенно или расплывчато. Подмножества 
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 определяют искаженные гео-
метрические фигуры, форма которых определяется 
априори. Объединение этих фигур составляет мно-
жество А.

Во-вторых, задание множества конфигураций-
оригиналов В, соответствующих частной структуре 
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:

               

                                                          , 

Здесь B
i
 — некоторое множество точек, взаим-

ное положение которых четко указано. 
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 — чет-
кая параметризация B

i
, заданного в частном поло-

жении относительно системы координат.
В-третьих, выбор преобразования Т, который за-

висит от 
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. Как правило, для многих практиче-
ских задач можно ограничиться группой линейных 
преобразований z= az + b.

В-четвертых, вычисление коэффициентов пре-
образования Т при условии, чтобы суммарная ве-
личина отклонений заданных точек z

i
 множества А 

от вычисленных точек z
i
 множества С была мини-

мальной:

                                                            .

Решение основывается на методе наименьших 
квадратов:

  

и сводится к решению систем линейных урав- 
нений.

Выбор структуры образов. Ввиду большого раз-
нообразия частных структур 
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 и конфигураций 
В рассмотрим некоторые частные случаи. Первым 
случаем пусть будет 1 ≤ m ≤ n. Множество А мо-
жет быть охарактеризовано как обладающее одно-
элементной структурой. Это возможно, когда точ-
ки A

i
 есть результат случайного разброса вокруг 

средней или математического ожидания. При этом  
dA ≤ k|z0|. Результатом вычисления будет математи-
ческое ожидание множества А и

 
                                              ,

                                                   .

Множеству А может быть приписана двухэле-
ментная структура:

                                           , 

Конфигурация В есть единичный отрезок дей-
ствительной оси, GA — отрезок определенной  
длины:

 

Трехэлементная структура множества А может 
быть двух видов: в виде отрезка с внутренней точ-
кой и в виде треугольника:

В случае отрезка GA определяет положение эле-
мента А3,2 относительно элементов А3,1 и А3,3. В слу-
чае треугольника GA определяет его форму: прямо-
угольную, равнобедренную, равностороннюю или 
общего вида и его метрические характеристики — 
соотношения длин сторон и др. Конфигурация 

 
                                      ,

                                                          ,
 

И так далее.
Вторым частным случаем будет m = n. Множе-

ства А и В должны быть упорядочены, т. е. B
i
 ↔ A

i
. 

Тогда 

                                           ,

                                          .

Третьим частным случаем будет m > n. Тогда
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Решение задачи однозначно и легко обобщается 
на любое число заданных точек, если каждая част-
ная структура   исходного множества носит очевид-
ный кластерный характер, т. е.

 
Предположим, что это не так. Пусть

                                                 .

То есть

                                                        .

Но точки множества 
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, как и сами эти 
множества, нельзя однозначно поставить в соответ-
ствие ни множеству B

i,j
, ни B

i,j+1
. Тогда существуют 

разные возможности, зависящие от общей струк-
туры исходного множества. Например, 
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можно выделить в отдельный структурный элемент, 
а конфигурацию B

i
 дополнить соответствующим 

элементом, находящимся в определенной метриче-
ской связи с соседними элементами.

Другой возможностью может стать разбиение 
множества 
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 на два подмножества с от-
несением их соответствующим элементам конфи-
гурации.

Тестовые задачи. Рассмотрим простые примеры. 
Пусть 

A(z)={A
1
 (1+i), A

1
 (2+i), 

A
1
 (2+2i), A

1
 (2+3i), A

1
 (4+3i)}.

Припишем этому множеству несколько структур
 

 

                                                      ,

Пусть GA,1 = GA,2 = “A
2
1 равноудаленно от A

1
1  

и A
3
1”. GA,3 = “|A

1
3A

2
3| = |A
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3
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3
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4
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5
3|“. 

Выберем конфигурацию B1(z) = B2(z) = {B
1
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B
2
(1), B

3
(2)}, B3(z) = {B

j
(j – 1)}, j = 1, …, 5. Для всех 

структур z = az+ b. Тогда
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 получаем системы линей-

ных уравнений, решение которых дает значения a, 
b. Результат приведен на рис. 1.

Второй пример. Задана выборка A
i
(x

i
, y

i
), i = 1, …,  

100. Предварительный анализ дает основания пред-
положить пятиэлементную кластерную структуру 
множества А (рис. 2):

 

                                                         .

 
Каждый элемент общей структуры — одноэле-

ментный по структуре кластер объемом 20 точек. 
Нумерация точек внутри кластера не имеет значе-
ния. Параметризация GA следующая: GA = “A

1 
опи-

сывается приближенно прямоугольником с соотно-
шением длин сторон 1:2. Одна из длинных сторон 
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оригинал: B = {B
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) → A
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C. 

Преобразование T: B → C
1
 выбрано подобием  

z = az + b. Тогда
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После вычислений по МНК получаем преоб-
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Рис. 1. Аппроксимация множества пяти точек

Рис. 2. Аппроксимация кластерной структуры 
прямоугольником
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x = 1,23 x – 0,65 y + 2,2, y = 0,65 x + 1,23 y +  
+1,6. Множество точек образа: C = {C

1
(1,55; 2,83), 

C
2
(2,2; 1,6), C

3
(3,43; 2,25), C

4
(4,66; 2,9), C

5
(4,01; 4,13). 

Из уравнений преобразования легко вычисляется 
угол поворота α ≈ 27  50  и коэффициент гомоте-
тии k ≈ 1,4. 

Заключение. Задача аппроксимации искажен-
ных точечных конфигураций рассмотрена на пло-
скости. Возможны её обобщения как в сторону 
увеличения размерности пространства, так и в сто-
рону увеличения порядка носителя формы. Первый 
случай — обобщение на трехмерное пространство  
и многомерные пространства в литературе не опи-
сан. Обобщений в сторону увеличения порядка но-
сителя формы крайне мало. В качестве носителя ис-
пользовалась двумерная сфера. 
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APPROXIMATION 
OF PLANAR POINT SETS 
BY POINT CONFIGURATIONS
The paper is devoted to planar linear point sets having hierarchical structure. Point 
configurations arise naturally in several areas of computational geometry. In the 
paper, the linear approximation of planar point configurations is discussed. Planar 
point configuration is considered as a fuzzed and deformed image of some ideal 
configuration. Also, it may be considered as random realizations of ideal one. 
Pure images and deformed ones are described by the same hierarchical structures. 
The structure of approximating configuration is determined a priory. Image 
approximation is realized by mean of least square restoration. The correspondence 
of the structures is one of the parameters of approximation. Identification procedure 
is realized by linear transformations. Similarity transformations as general ones are 
used in the calculations. 

Keywords: point set, configuration, approximation, linear transformation, distance.
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