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АНАЛИЗ КИНЕМАТИЧЕСКИХ 
ПАР КАТАНИЯ 
ТИПА «ЦИЛИНДР В ЦИЛИНДРЕ»
Статья посвящена исследованию специфических кинематических пар, приме-
няемых во многих областях машиностроения: так называемых «пар катания», 
используемых во многих механизмах. Исследование основано на подробном 
изучении структуры соединения типа «цилиндр в цилиндре», рассмотрены их 
геометрические параметры. Анализ был рассмотрен по расположению осей 
цилиндров между собой: когда оси параллельны и когда они пересекаются 
или перекрещиваются под углом 90 º. Данное исследование дополняет дан-
ные в теории описания кинематических пар, в частности пар катания, и по-
зволяет синтезировать их новые виды для их рационального использования  
в механизмах многих отраслей промышленности. 

Ключевые слова: кинематическая пара, пара катания, цилиндр, подвижность, 
связи (неголономные), скольжение, катание, верчение.

Введение. Понятие кинематической пары в те-
ории механизмов и машин является специфиче-
ским и объясняется как «подвижное соединение 
двух соприкасающихся звеньев» [1]. Понятие ки-
нематической «пары катания» было описано А. В. 
Верховским [2] в своих трудах как частный случай 
кинематических пар, когда элементами сопряже-
ния являются тела вращения — цилиндры, кону-
сы, шары (сферы) и т.д. В качестве исследования 
рассмотрим кинематическую пару (КП) «цилиндр-
цилиндр», т.е. два звена будут представлять собой 
цилиндры, и соединяться они будут «внутри». Когда 
речь идет о степенях свободы одного цилиндра от-
носительно другого, предполагается рассмотрение 
подвижности кинематической пары катания, кото-
рая, как известно, напрямую связана с понятием 
«связи» кинематической, как ограничение по пере-
мещению, а именно по существующей классифи-
кации кинематических пар, известно, что любая 
кинематическая пара характеризуется своим клас-
сом, который определяется количеством связей, на-
лагаемых на пару. Чем меньше связей налагается 
на кинематическую пару, тем больше подвижность 
кинематической пары и тем выше кинематическая 
мобильность механизма. Кроме того, низшие кине-
матические пары имеют меньший износ, большую 
нагрузочную способность и поэтому используются 
наиболее часто. Создание механизмов, имеющих 
наименьшее число связей, состоящих в основном 
из низших КП, является одной из наиболее актуаль-
ных задач современного машиностроения. 

Данные КП катания встречаются в быту и на 
производстве. Многие из них в виде кинематиче-
ских соединений: звенья сцепления цепи, подшип-
ники качения с цилиндрическими телами качения, 

кинематические пары пятого класса — вращения, 
четвертого класса — цилиндрические пары, шарни-
ры Гука, КП кулачок-паз, которые используются во 
многих механизмах робототехники, автоматических 
конвейерах, металлорежущих станках, устройствах 
крепления, суппортах и др.

Данное описание опирается на исследования  
А. В. Верховского, Л. Т. Дворникова и Э. Я. Живаго 
и дополняет некоторые аспекты, касающиеся КП 
типа «цилиндр-цилиндр» [2–5]. Кинематические 
характеристики различных КП качения были под-
робно описаны в [6, 7], в частности КП «цилиндр- 
в цилиндре». Однако эти данные не отражают 
общей специфики КП «цилиндр в цилиндре» по 
движениям, подвижностям и многоконтактности. 
Особый интерес в кинематических парах пред-
ставляют неголономные связи [8], которые в КП 
катания (качения) исследованы в [7–12] и др. Це-
лесообразность данной работы — это обобщение 
закономерностей описания связей подвижного  
и неподвижного цилиндров с учетом расположения 
их осей в пространстве, точек контакта и на осно-
ве этого предложить новый вид КП типа «цилиндр 
в цилиндре», связанный с увеличением подвижно-
сти КП, за счёт изменения их формы геометрии. 
Новизна предлагаемой теории заключается в том, 
что изменение геометрических параметров одного 
из цилиндров (подвижного), а именно уменьшением 
длины его образующей и заменой ее криволиней-
ным участком, в частности дугой окружности, при-
водит к появлению дополнительной степени сво-
боды: катание этой дуги относительно касательной  
к ней.

Постановка задачи. Задано сопряжение типа 
«цилиндр в цилиндре» в виде кинематической пары: 
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подвижный цилиндр Ц
2
 внутри неподвижного Ц

1
. 

Известны геометрические параметры этих цилин-
дров, их ограничения по размерам, а также виды, 
расположение осей этих цилиндров между собой: 
1) параллельны, 2) перпендикулярны и 3) пересе-
каются под произвольным углом. Кроме того, для 
каждого варианта определяется степень свободы 
подвижного цилиндра внутри неподвижного вдоль 
и вокруг координатных осей, а также сами движе-
ния: скольжение (С), катание (К) и верчение (В). 
Задача исследования: провести анализ сопряжения 
«цилиндр в цилиндре» Ц

1
–Ц

2
 для их объединения  

в общую классификацию». 
Теория. Из исследований А. В. Верховского [2] 

известны понятия движения в данных КП: 1) сколь-
жение, 2) качение и 3) верчение. Им были даны 
следующие определения: скольжение — когда одна 
точка, принадлежащая одной поверхности, пробега-
ет целый ряд точек, лежащих на другой поверхно-
сти; качение — когда одна поверхность вращается 
по отношению к другой вокруг какой-нибудь ли-
нии, лежащей в общей касательной плоскости, при-
чем названная линия проходит через точку касания; 
верчение — когда одна поверхность вращается по 
отношению к другой вокруг общей нормали, прове-
денной в точку касания поверхностей. Все эти виды 
движений встречаются и в данных КП, и описание 

их подвижностей соответствует известной формуле 
Сомова–Малышева [1]:

W = 6n – 5p
5
 – 4p

4
 – 3p

3
 – 2p

2
 – p

1
,     (1)

где n — количество подвижных звеньев; р
i
 — коли-

чество пар i-го класса.
Из формулы (1) видно, что для данного исследо-

вания: n =1 и р
i
 = 1, меняется. Кроме того, вид свя-

зи этих цилиндров — точки, прямые и поверхности 
(плоскости) и их общая совокупность, т.е. данные 
КП являются или низшими, или высшими [1].

Описывать различные виды КП катания «ци-
линдр в цилиндре» будем по следующим характе-
ристикам:

I. Геометрические параметры этих цилиндров  
и их ограничения:

l
1
 — длина образующей «первого» неподвижно-

го цилиндра; R
1
 — радиус неподвижного цилиндра; 

l
2
 — длина образующей подвижного цилиндра; R

2
 — 

радиус подвижного цилиндра (рис. 1). Ограничения 
каждой КП описываются неравенствами: R

1
 ≥ 2R

2 

или R
1
 ≈ R

2
, а также l

1
 > l

2
 или l

1
 = l

2
. В общем слу-

чае, по расположению цилиндров между собой воз-
можно три вида их соединения (сопряжения):

1) оси цилиндров Ц
1
 и Ц

2
 располагаются парал-

лельно между собой;

        и)                            к)                               л)                              м)

Рис. 1. Сопряжение «цилиндр в цилиндре» при параллельном расположении осей: 
а — КП (Ц

1
–Ц

2
)
1
пар; б — КП (Ц

1
–Ц

2
)
2
пар; в, г — КП (Ц

1
–Ц

2
)
3
пар; д, е — КП (Ц

1
–Ц

2
)
4
пар; 

ж, з — КП (Ц
1
–Ц

2
)
5
пар; и — КП (Ц

1
–Ц

2
)
6
пар; к — КП (Ц

1
–Ц

2
)
7
пар; л, м — КП (Ц

1
–Ц

2
)
8
пар

               а)                                  б)                           в)                        г)

         д)                                е)                              ж)                          з)
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2) оси цилиндров Ц
1
 и Ц

2
 располагаются перпен-

дикулярно между собой, т.е. либо пересекаются, 
либо перекрещиваются под углом 90°;

3) оси цилиндров Ц
1
 и Ц

2
 располагаются под не-

которым углом α между собой: при α = 90° — это 
первый случай, при α = 0° — это второй случай.

II. Вид контакта (связи) этих цилиндров и их 
количество «nк» — точка, прямая, плоскость и по-
верхность (цилиндрическая) и их общая совокуп-
ность вместе, т.е. многоконтактность: k и n

k
 КП 

[3–5], где k — число контактов в КП (k = 1, 2, …, 
6), n

k
 — общее количество k-контактных пар;

III. Степень подвижности W одного цилиндра 
внутри другого: учитываются количества движений 
подвижного цилиндра внутри неподвижного вдоль 
и вокруг координатных осей W, а также сами дви-
жения по сути: скольжение (С), катание (К) и вер-
чение (В) [2, с. 16].

Введём системы отсчета: неподвижная ОXYZ — 
для неподвижного Ц

1
 и подвижная O

1
X

1
Y

1
Z

1
 — для 

подвижного Ц
2
.

Рассмотрим первый вид, расположения осей ци-
линдров Ц

1
 и Ц

2
:

I. Оси цилиндров Ц
1
 и Ц

2
 параллельны

Для полного описания характеристик КП Ц
1
–Ц

2
 

введем понятие высше-низшей КП — когда сопря-
жение цилиндров происходит и по точкам (пря-
мым), и по поверхностям (плоскостям). 

Составляем перечень структур этих КП, где ин-
декс «пар» обозначает — параллельность осей вра-
щения Ц

1
 и Ц

2
.

1) КП (Ц
1
–Ц

2
)
1
пар: Цилиндр Ц

2
 своим основанием 

полностью касается основания цилиндра Ц
1
 по пло-

щади  s=πR
2
2  КП — низшая (рис. 1а).

Следуя классификации А. В. Верховского [2,  
с. 16], движения Ц

2
 внутри Ц

1
 можно обозначить 

следующим образом: (П
x
; П

y
; П

z
) = C

3
(B

z1
) = B

1
(C

1
), 

k = 1 (одноконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–3 ∙ 1 = 3,                  (2)

где движение C
3
 — скольжение вдоль двух осей X, 

Y и оси Z
1
 вокруг оси Z (вращение вокруг неё); В

1
 — 

верчение вокруг оси Z
1
, которое одновременно мо-

жет быть и скольжением С
1
 вокруг оси Z

1
 (рис. 1а). 

2) КП (Ц
1
–Ц

2
)
2
пар: Ц

2
 своим основанием полно-

стью касается оснований Ц
1
 по площадям  s=πR

2
2 

КП — низшая (рис. 1б): (П
x
; П

y
; П

z
) = C

3
(B

z1
) = 

B
1
(C

1
), k = 2 (двухконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–3 ∙ 1 = 3,                  (3)

3) КП (Ц
1
–Ц

2
)
3
пар: Ц

2
 своим основанием полно-

стью касается основания Ц
1
 по площади s=πR

2
2  

и касается образующей длиной l
2
 поверхности Ц

1
. 

КП — высше-низшая (рис. 1в, г): (B
z
) = C

1
, (B

z
, B

z1
) =  

=K
1
, (B

z1
) = B

1
(C

1
), k = 2 (двухконтактная КП),

W = 6 ∙ 1–5 ∙ 1 = 1,                  (4)

4) КП (Ц
1
–Ц

2
)
4
пар: Ц

2
 своими основаниями полно-

стью касается оснований Ц
1
 по площадям s=πR

2
2  

и касается образующей длиной l
2
 поверхности Ц

1
. 

КП — высше-низшая (рис. 1д, е): (B
z
) = C

1
, (B

z
, B

z1
) =  

=K
1
, (B

z1
) = B

1
(C

1
), k = 3 (трехконтактная КП),

W = 6 ∙ 1–5 ∙ 1 = 1,                  (5)

5) КП (Ц
1
–Ц

2
)
5
пар:  Ц

2
 своей образующей касается 

образующей Ц
1
 по длине l

2
. КП — высшая (рис. 1ж, 

з): (П
z
; B

z
; B

z1
) = C

3
, (B

z
, B

z1
) = K

1
, k = 1 (однокон-

тактная КП), 

W = 6 ∙ 1–4∙ 1 = 2,                  (6)

6) КП (Ц
1
–Ц

2
)
6
пар: Ц

2
 своим основанием полно-

стью касается основания Ц
1
 по площади s=πR

2
2  

и полностью касается цилиндрической поверхно-
сти высотой l

2
 Ц

1
. КП — низшая (рис. 1и): (B

z
) = 

=C
1
(B

1
), (B

z
) = C

1
(B

1
),  k = 2 (двухконтактная КП),

W = 6 ∙ 1–5∙ 1 = 1,                  (7)

7) КП (Ц
1
–Ц

2
)
7
пар: Ц

2
 своими основаниями полно-

стью касается оснований Ц
1
 по площадям s=πR

2
2  

и полностью касается цилиндрической поверхности 
высотой l

2
 = l

1
 Ц

1
. КП — низшая (рис. 1к): (B

z
) =  

=C
1
(B

1
), k = 2 (двухконтактная КП),

W = 6 ∙ 1–5∙ 1 = 1,                  (8)

8) КП (Ц
1
–Ц

2
)
8
пар: Ц

2
 своей цилиндрической по-

верхностью высотой l
2
 и радиусом R

2
 касается ци-

линдрической поверхности Ц
1
. КП — низшая (рис. 

1л, м): (П
z
; B

z
) = C

2
, k = 1 (одноконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–4∙ 1 = 2.                  (9)

Итого получилось 8 КП и сведём их в табл. 1. 
Выделим второй вид расположения осей Ц

1
  

и Ц
2
: 

II. Оси цилиндров Ц
1
 и Ц

2
 перпендикулярны 

(пересекаются или перекрещиваются под углом  
90 )

Далее, по аналогии, делаем их анализ, где индекс 
«пер» обозначает перпендикулярность осей враще-
ния Ц

1
 и Ц

2
, а заштрихованная область — это место 

контакта поверхностей Ц
1
 и Ц

2
. 

1) КП (Ц
1
–Ц

2
)
1
пер: Ц

2
 касается основания Ц

1
 по 

своей образующей, длиной l
2
. КП — высшая (рис. 

2а): (П
x
; П

y
; B

y1
; B

z
) = C

4
(П

x
; П

y1
) = K

1
, B

z1
 = B

1
(C

1
),  

k = 1 (одноконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–2 ∙ 1 = 4,                  (10)

Из движения (П
x
, В

y1
) = К

1
 видно, что понятие 

качение (катание) включает два движения: посту-
пательное перемещение (центра тяжести Ц

2
) вдоль 

оси X (П
x
) и повороты Ц

2
 вокруг оси Y. Таким об-

разом, движение — качение (катание) представляет 
собой сложное движение, включающее две степени 
свободы (подвижности). 

2) КП (Ц1
–Ц

2
)
2
пер: Ц

2
 касается верхнего и нижне-

го оснований Ц
1
 по двум своим образующим, длина-

ми l
2
. КП — высшая (рис. 2б): (П

x
; П

y
; B

y1
; B

z
) = C

4
(П

x
; 

П
y1
) = K

1
, B

z1
 = B

1
(C

1
), k = 2 (двухконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–2 ∙ 1 = 4,                  (11)

Таблица 1

Вид и количество 
контактов в КП, n

k

Подвижность КП, W
Σn

k
1 2 3

Одноконтактные, n
1

2 1 3

Двухконтактные, n
2

2 1 3

Трехконтактные, n
3

2 2

Итого 4 2 2 8
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3) КП (Ц
1
–Ц

2
)
3
пер: Ц

2
 касается основания Ц

1
  

по своей образующей длиной l
2
 и в двух диаметраль-

но противоположных точках основания на поверх-
ности Ц

1
. КП — высшая (рис. 2в): (B

y1
; B

z
) = C2,  

k = 3 (трехконтактная КП),

W = 6 ∙ 1–4 ∙ 1 = 2,                  (12)

4) КП (Ц
1
–Ц

2
)
4
пер: Ц

2
 касается верхнего и ниж-

него оснований Ц
1
 по своим образующим длиной l

2 

и в двух диаметрально противоположных точках 
основания на поверхности Ц

1
. КП — высшая (рис. 

2г): (B
y1
; B

z
) = C2, k = 4 (четырехконтактная КП),

W = 6 ∙ 1–4 ∙ 1 = 2,                  (13)

5) КП (Ц
1
–Ц

2
)
5
пер: Ц

2
 касается неподвижного Ц

1
  

в двух диаметрально противоположных точках ос-
нования на поверхности Ц

1
. КП — высшая (рис. 2д, 

е): (П
z
; B

y1
; B

z
) = C

3
, k = 2 (двухконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–3 ∙ 1 = 3,                  (14)

6) КП (Ц
1
–Ц

2
)
6
пер: Ц

2
 касается основания Ц

1
  

по образующей длиной l
2
 и в двух точках оснований 

на поверхности Ц
1
. КП — высшая (рис. 2ж): (B

y1
; B

z
) =  

=C
2
, k = 3 (трехконтактная КП), 

      а)                                   б)                               в)                          г)

        д)                         е)                                    ж)                              з)

         и)                         к)                                    л)                          м)

         н)                              о)                                              п)

Рис. 2. Сопряжение «цилиндр в цилиндре» при перпендикулярном расположении осей: 
а — КП (Ц

1
–Ц

2
)
1
пер; б — КП (Ц

1
–Ц

2
)
2
пер; в — КП (Ц

1
–Ц

2
)
3
пер; г — КП (Ц

1
–Ц

2
)
4
пер; 

д, е — КП (Ц
1
–Ц

2
)
5
пер;  ж — КП (Ц

1
–Ц

2
)
6
пер; з — КП (Ц

1
–Ц

2
)
7
пер; и, к — КП (Ц

1
–Ц

2
)
8
пер; 

л — КП (Ц
1
–Ц

2
)
9
пер; м — КП (Ц

1
–Ц

2
)
10

пер; н, о, п — КП (Ц
1
–Ц

2
)
11

пер
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W = 6 ∙ 1–4 ∙ 1 = 2,                  (15)

7) КП (Ц
1
–Ц

2
)
7
пер: Ц

2
 касается верхнего и ниж-

него оснований Ц
1
 по двум образующим длиной l

2 

и в двух точках оснований на поверхности Ц
1
.  

КП — высшая (рис. 2з): (B
y1
; B

z
) = C

2
, k = 4 (четы-

рехконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–4 ∙ 1 = 2,                  (16)

8) КП (Ц
1
–Ц

2
)
8
пер: Ц

2
 касается Ц

1
 в двух точках 

своих оснований на поверхности Ц
1
. КП — высшая 

(рис. 2и, к): (П
z
; B

х
;
 
B

y1
; B

z
) = C

4
, (П

z
, B

y
) = K

1
, k = 2 

(двухконтактная КП), 

Таблица 2

Вид и количество 
контактов в КП, n

k

Подвижность КП, W
Σn

k
1 2 3 4

Одноконтактные, n
1

1 1

Двухконтактные, n
2 1 2 3

Трехконтактные, n
3

2 2

Четырёхконтактные, n
4

2 1 3

Пятиконтактные, n
5

1 1

Шестиконтактные, n
6

1 1

Итого 6 2 3 11

           а)                                           б) 

         в)                                                             г) 

         д)                                е) 

ж)                                    з)                                        и)                        

Рис. 3. Сопряжение «цилиндр в цилиндре» в виде диска (тора) внутри цилиндра: 
а — КП (Ц

1
–Ц

2
)
1Д

пер, б: I — диск-пластина, II — кольцо-шайба (узкий тор); в — 
КП (Ц

1
–Ц

2
)
2Д

пер; Г — КП (Ц
1
–Ц

2
)
3Д

пер; д — КП (Ц
1
–Ц

2
)
4Д

пер; е, ж — КП (Ц
1
–Ц

2
)
5Д

пер; 
з, и — КП (Ц

1
–Ц

2
)
6Д

пер
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W = 6 ∙ 1–2 ∙ 1 = 4,                  (17)

Причём вращение В
x
 возможно не полностью,  

а в пределах угла поворота –90 º < φ
x
 < 90 º, т.к. 

при φ
x
 = ± 90 º данная КП преобразуется в КП 

(Ц
1
–Ц

2
)
5
пар (рис. 1ж, з).

9) КП (Ц
1
–Ц

2
)
9
пер: Ц

2
 касается основания Ц

1
 по об-

разующей длиной l
2
 и в четырех диаметрально про-

тивоположных точках двух своих оснований на по-
верхности Ц

1
. КП — высшая (рис. 2л): (B

y1
; B

z
) = C

2
,  

k = 5 (пятиконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–4 ∙ 1 = 2,                  (18)

10) КП (Ц
1
–Ц

2
)
10

пер: Ц
2
 касается верхнего и ниж-

него оснований Ц
1
 по двум образующим длиной l

2
  

и в четырёх диаметрально противоположных по-
парно точках оснований на поверхности Ц

1
. КП — 

высшая (рис. 2м): (B
y1
; B

z
) = C

2
, k = 6 (шестикон-

тактная КП), 

W = 6 ∙ 1–4 ∙ 1 = 2,                  (19)

11) КП (Ц
1
–Ц

2
)
11

пер: Ц
2
 касается Ц

1
 в четырёх 

диаметрально противоположных попарно точках 
своих оснований на поверхности Ц

1
. КП — высшая 

(рис. 2н, о, п): (П
z
; B

y1
; B

z
) = C

3
, (П

z
, B

y
) = K

1
, k = 4 

(четырехконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–2 ∙ 1 = 4.                  (20)

Причём вращение В
x
 возможно не полностью,  

а в пределах угла поворота –90 º < φ
x
 < 90 º, т.к. при 

φ
x
 = ± 90 º данная, по аналогии с КП (Ц

1
–Ц

2
)
8
пер (рис. 

2и, к) преобразуется в КП (Ц
1
–Ц

2
)
5
пар (рис. 1ж, з).

Итого получилось 11 КП и сведём их в табл. 2. 
Наконец рассмотрим третий вид, который яв-

ляется частным случаем первых двух: второй под-
вижный укороченный цилиндр, у которого длина 
образующей (l

2
 = R

3
) во много раз меньше, чем ра-

диус R
2
 представляет собой диск (или шайбу, если 

цилиндр был полый) (рис. 3а, б):
III. Узкий цилиндр (диск, кольцо) — в цилиндре
Ширину Ц

2
—l

2
, считаем очень маленькой: l

2
 << R

2
  

и её контакт вырождается в точку. Тогда принима-
ем образующую Ц

2
 в виде кривой (дуги окружно-

сти), радиуса радиусом R
3
. Тогда данный Ц

2
 вырож-

дается в диск с округлыми краями (кольцо) и может 
поворачиваться вокруг оси X, т.е. появляется ещё 
одна степень свободы. Такая пластина конструк-
тивно может быть в виде диска с округлыми краями 
(узкого тора или кольца) (рис. 3б). Здесь в обозна-
чении КП: нижний индекс «Д» означает диск. Огра-
ничения каждой КП описываются неравенствами:  
l
2
 =2R

3
 << R

2
, l

1
 > 2R

2
 или l

1
 = 2R

2
.

1) КП (Ц
1
–Ц

2
)
1Д

пер: Ц
2
 (диск, кольцо) касается ос-

нования Ц
1
 в точке. КП — высшая (рис. 3а): (П

z
; B

y
; 

B
y1
) = C

3
, (П

z
, B

y
) = K

1
, (B

z
) = B

1
, k = 1 (однокон-

тактная КП), 

W = 6 ∙ 1–1 = 5,                  (21)

2) КП (Ц
1
–Ц

2
)
2Д

пер: Ц
2
 (диск, кольцо) касается 

верхнего и нижнего оснований Ц
1
 в двух диаме-

трально противоположных точках. КП — высшая 
(рис. 3в): (П

z
; B

y
; B

y1
) = C

3
, (П

z
, B

y
) = K

1
, (B

z
) = B

1
,  

k = 2 (двухконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–1 = 5,                  (22)

3) КП (Ц
1
–Ц

2
)
3Д

пер: Ц
2
 (диск, кольцо) касается од-

ного основания Ц
1
 в одной точке и своей поверх-

ностью касается поверхности Ц
1
 в одной точке.  

КП — высшая (рис. 3г): (B
y1
; B

z
) = C

2
; (B

х
; B

z
) = К

2
,  

k = 2 (двухконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–3 ∙ 1 = 3,                  (23)

4) КП (Ц
1
–Ц

2
)
4Д

пер: Ц
2
 (диск, кольцо) касается 

двух оснований Ц
1
 в двух диаметрально противо-

положных точках и своей поверхностью касается 
поверхности Ц

1
 в одной точке. КП — высшая (рис. 

3д): (B
y1
; B

z
) = C

2
; (B

х
; B

z
) = К

2
, k = 3 (трехконтакт-

ная КП), 

W = 6 ∙ 1–3 ∙ 1 = 3,                  (24)

5) КП (Ц
1
–Ц

2
)
5Д

пер: Ц
2
 (диск, кольцо) касается од-

ного основания Ц
1
 в одной точке и своей поверхно-

стью касается поверхности Ц
1
 в одной точке. КП —  

высшая (рис. 3е, ж): (П
z
; B

y1
; B

z
) = C

3
, ((П

z
, B

y
); B

z
)= 

=K
2
, (B

x
) = B

1
, k = 1 (одноконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–2 ∙ 1 = 4,                  (25)

6) КП (Ц
1
–Ц

2
)
6Д

пер: Ц
2
 (диск, кольцо) касается од-

ного основания Ц
1
 в одной точке и своей поверхно-

стью касается поверхности Ц
1
 в одной точке. КП —  

высшая (рис. 3з, и): (П
z
; B

z1
; B

z
) = C

3
, ((В

z
, B

z1
); B

х
)= 

=K
2
, (B

y
) = B

1
, k = 1 (одноконтактная КП), 

W = 6 ∙ 1–2 ∙ 1 = 4.                  (26)

Итого получилось шесть КП, сведём их в табл. 3. 
Объединяя табл. 1, табл. 2 и табл. 3 в одну, получа-
ем табл. 4, в которой объединены все k-контактные 
пары.

Результаты исследования
1. Выделено 25 видов КП типа Ц

1
–Ц

2
, которые 

представлены совокупностью трех видов их кине-
матического соединения, что даёт полную класси-

Таблица 3

Вид и количество 
контактов в КП, n

k

Подвижность КП, W
Σn

k
1 2 3 4 5

Одноконтактные, n
1

2 1 3

Двухконтактные, n
2

1 1 2

Трехконтактные, n
3

1 1

Итого 2 2 2 6

Таблица 4

Вид и количество 
контактов в КП, n

k

Подвижность КП, W
Σk

i
1 2 3 4 5

Одноконтактные, n
1 2 1 3 1 7

Двухконтактные, n
2 2 3 2 1 8

Трехконтактные, n
3

2 2 1 5

Четырёхконтактные, n
4

2 1 3

Пятиконтактные, n
5

1 1

Шестиконтактные, n
6

1 1

Итого 4 8 6 5 2 25



М
А

Ш
И

Н
О

С
ТР

О
ЕН

И
Е 

 
О

М
С

К
И

Й
 Н

А
У

Ч
Н

Ы
Й

 В
ЕС

ТН
И

К
 №

 3
  (

18
7)

 2
02

3

58

фикацию данных КП Ц
1
–Ц

2
: составлены классифи-

кационные таблицы этих КП, которые связывают 
их подвижности, в зависимости от геометриче-
ского контакта, от вида, числа движений, а также  
от количества k-контактных связей (табл. 1–табл.4),  
на основании которых, как базисных КП, можно 
синтезировать большое разнообразие кинематиче-
ских соединений, обладающих своими кинематиче-
скими и динамическими свойствами и определяю-
щих назначение механизма.

2. Определен новый вид КП типа Ц
1
–Ц

2
: диск  

с округлыми краями (узкий тор или кольцо) внутри 
цилиндра, в результате чего возникает дополнитель-
ная степень свободы, отчего класс КП понижается 
и увеличивается ее подвижность, что эффективно 
для многих механизмов в машиностроении; введено 
специфическое понятие — высше-низшей пары (КП 
(Ц

1
–Ц

2
)
3
пар, КП (Ц

1
–Ц

2
)
4
пар), описывающее КП и как 

высшую, и как низшую, что расширяет сферу ис-
следований в области КП. 

Заключение. В результате проведенного иссле-
дования геометрических параметров кинематиче-
ских пар катания типа «цилиндр в цилиндре» син-
тезированы новые их виды, которые могут быть 
использованы в механизмах многих отраслей про-
мышленности: в самолетостроении (КП типа Ц

1
–Ц

2
  

в механизмах шасси), на производстве вооружения  
и военной техники, в транспортном, дорожном и 
сельскохозяйственном машиностроении (КП типа 
Ц

1
–Ц

2
 в роботостроении, кулачковых механизмах 

с геометрическим замыканием цилиндрического 
кулачка в профильном пазу автоматических кон-
вейеров, металлорежущих станках — устройствах 
крепления, суппортах и др.). Именно в этих меха-
низмах наблюдается необходимость увеличения 
подвижности КП типа Ц

1
–Ц

2
 за счет изменения 

формы подвижного цилиндра.
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THE ANALYSIS OF KINEMATIC ROLLING
PAIRS SUCH AS «CYLINDER IN CYLINDER»
The article is devoted to the study of specific kinematic pairs used in many areas 
of mechanical engineering: the so-called «rolling pairs» used in many mechanisms. 
The study is based on a detailed study of the structure of the «cylinder in 
cylinder» connection, and their geometric parameters are considered. The analysis  
is considered by the location of the axes of the cylinders between themselves: 
when the axes are parallel and when they intersect or intersect at an angle of 90 
º. This study complements the data in the theory of description of kinematic pairs,  
in particular, rolling pairs, and makes it possible to synthesize their new types for 
their rational use in the mechanisms of many industries.

Keywords: kinematic pair, rolling pair, cylinder, mobility, constraints (nonholonomic), 
sliding, rolling, spinning.
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