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РЕШЕНИЕ ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ 
ИЗМЕНЕННОЙ 
ЦИКЛОГРАФИЧЕСКОЙ МОДЕЛИ
В циклографическом моделировании линии трехмерного пространства из-
вестны прямая и обратная задачи. Решению этих задач в научной литературе 
посвящено достаточное количество публикаций. Авторами работы, на основе 
исследований известной классической циклографической модели, была по-
лучена ее модификация, названная измененной циклографической моделью.  
Необходимость в этой модели была вызвана решением ряда практических 
задач геометрического моделирования, в частности в области разработки по-
верхностных форм автомобильных дорог, где традиционно рассматривается 
только прямая задача геометрического моделирования, в которой требует-
ся по пространственной оси дороги определить поверхностную форму по-
следней. Авторами предложено решение обратной задачи моделирования 
для измененной циклографической проекции, позволяющее восстанавливать 
кривую линию пространства по ее циклографическому образу. В работе дано  
обоснование и приведено решение обратной задачи циклографического мо-
делирования, реализованное на числовом примере. Результаты работы могут 
быть использованы в системах автоматизированного проектирования, специ-
ализирующихся на проектировании автомобильных дорог общего и специ-
ального назначения. 

Ключевые слова: геометрическое моделирование, циклография, измененная 
циклографическая проекция, обратная задача, проектирование поверхност-
ных форм автомобильных дорог.

Введение. Благодаря появлению и развитию ин-
формационно-вычислительной техники, системам 
автоматизированного проектирования и компью-
терной алгебры, метод циклографического моде-
лирования геометрических объектов стал всё чаще 
применяться в решении совершенно разнородных 
задач науки и производства [1–4]. 

Одной из его отличительных особенностей яв-
ляется то обстоятельство, что образуемая при ци-
клографическом отображении  пространственной 
кривой триада линий на плоскости проекций име-
ет взаимно однозначное параметрическое соответ-
ствие. Это позволяет решать как прямую, так и об-
ратную задачу циклографического моделирования 
линии пространства. 

Развитие  циклографической модели простран-
ственной кривой позволило авторам работы полу-
чить измененную циклографическую проекцию 
кривой, когда каждая из прямолинейных образу-
ющих линейчатых поверхностей, представляющих 
собой элементы аппарата циклографического мо-
делирования линии пространства, всегда находится  
в плоскости, перпендикулярной ортогональной про-
екции исходной линии [4]. В дальнейших исследова-
ниях такая проекция была использована авторами 
для разработки геометрической модели формообра-
зования поверхностных форм автомобильных дорог 
общего назначения [4].

Анализ исследований в области автоматизиро-
ванного проектирования поверхностных форм ав-
томобильных дорог позволяет сделать вывод, что  
за последние годы на передний план выходит срав-
нительно новый вид проектирования, основан-
ный на трехмерном представлении моделируемых  
объектов дорожного строительства. Уход от тра-
диционного двухпроекционного проектирования 
позволяет во многом упростить и сократить вы-
числительные операции при проектировании,  
а также визуализировать моделируемые объекты 
дорожного полотна на всех этапах проектирования. 
При этом появляются задачи, в которых требуется  
по различным чертежам, планам или снимкам вос-
станавливать положение оси дороги в простран-
стве. И если при проектировании поверхностных 
форм автомобильной дороги на основе классиче-
ской циклографической проекции такая задача 
считается решенной [1, 5], то в случае измененной 
циклографической проекции, на которой основана 
геометрическая модель формообразования поверх-
ностных форм автомобильных дорог общего назна-
чения, эта задача не исследовалась. 

Постановка задачи. В циклографическом ото-
бражении проекция точки A(x,y,z) пространства 
R3 на плоскости z=0 представляет собой цикл (на-
правленную окружность), центр которого соответ-
ствует координатам (x,y), а радиус — координате 
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z исходной точки A. В зависимости от положения 
точки относительно плоскости проекций (знака ко-
ординаты z), цикл будет иметь то или иное направ-
ление [5–8]. При таком способе  отображения об-
разуется проецирующий конус с вершиной в точке 
A и основанием в плоскости z=0, которым служит 
цикл (циклографическая проекция точки). Очевид-
но, циклографической проекцией пространствен-
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будет являться огибающая однопараметрическо-
го множества циклов, состоящая в общем случае  
из двух действительных ветвей. Совместное рассмо-
трение исходной пространственной кривой и ее ци-
клографической проекции позволяет получить ли-
нейчатую поверхность, для которой данные кривые 
линии являются направляющими. В классической 
циклографической проекции полуугол при вершине 
проецирующего конуса равен α=45°, а уравнения 
циклографической α-проекции пространственной 
кривой были известны ранее [7]. Авторами в пре-
дыдущих работах были получены уравнения ци-
клографической β- и β(t)-проекции пространствен-
ной кривой, когда полуугол может принимать не 
только постоянные значения в пределах 0°<β<90°,  
но и быть некоторой функцией β(t) от параметра 
исходной кривой [4]. В последнем случае получаем 
обобщенную циклографическую проекцию с урав-
нениями:
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Полученные обобщенные уравнения циклогра-
фической проекции пространственной кривой по-
служили основой для разработки геометрической 
модели формообразования поверхностных форм 
автомобильных дорог на основе циклографического 
отображения [4]. Однако в государственных нормах 
и правилах существуют определенные требования, 
предъявляемые к проектируемым объектам дорож-
ного строительства [9]. Одним из них является тре-
бование, при котором все ортогональные проекции 
прямолинейных образующих поверхности проез-
жей части должны находиться в плоскостях, пер-
пендикулярных ортогональной проекции 
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. Для выполнения данного требования 
авторами было предложено преобразование клас-
сической циклографической проекции в изменен-
ную циклографическую проекцию, основанное на 
«довороте» (рис. 1) ортогональных проекций пря-
молинейных образующих поверхностей дорожного 
полотна до требуемого положения. Наиболее под-
робно это преобразование рассмотрено в работе 
[4]. Полученные уравнения измененной циклогра-
фической проекции для пространственной кривой 
имеют вид:

                                          (2)

Из теории биссекторов [10] известно, что орто-
гональная проекция 
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 кривой 
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 является бис-
секторной линией для кривых 
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 и 
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. Как 
известно, биссекторной линией для двух геометри-
ческих объектов называется геометрическое место 
точек, равноудаленных от этих объектов, при этом 
расстояние от биссекторной линии определяется  
в направлении, ортогональном относительно обо-
их объектов [10, 11]. Очевидно, что кривая 
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по отношению к кривым 
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, полученным  
по уравнениям измененной циклографической про-
екции, биссекторной линией не является. В соот-
ветствии со схемой построения она является лини-
ей криволинейной симметрии, так как расстояния 
от любой точки на кривой 
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, отложенные по нор-
мали к ней, до кривых 
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, равны.
Из теоретических соображений возникает во-

прос о существовании и возможности построения 
кривой в пространстве по заданной ее измененной 
циклографической проекции. Если принять рассмо-
тренную выше задачу 
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, в качестве прямой 
задачи, то очевидно, что задача 
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 будет об-
ратной. Решению этой задачи посвящена настоящая 
работа. Следует отметить, что кроме теоретическо-
го интереса обратная задача имеет практическую 
полезность в случае восстановления оси дороги  
по различным проектным планам и чертежам, а так-
же по реальным замерам координат контрольных 
точек бровок дорожного полотна [12–14]. Послед-
нее наиболее актуально при реконструкции дорож-
ного полотна, при котором, как правило, сравнива-
ют текущее положение оси дороги с проектным, 
таким образом оценивая объем ремонтных работ 
[12]. Большое значение имеет трехмерная визуа-
лизация проектного решения, при которой оцени-
ваются пространственная видимость трассы, види-
мость на поворотах и примыканиях, а также ряд 
других специфических характеристик [15–18].

Теория. Рассмотрим решение обратной задачи  
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. Заметим, пара-
метризации заданных кривых 
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 различ-
ны:  
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В этой связи возникает задача установления соот-
ветствия параметризаций заданных кривых )( 1)1( tPch      )( 2)2( tPch  
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. В классическом циклографическом моде-
лировании подобная задача называется обратной 
и ее решение известно [2, 9]. Суть этого решения 
заключается в следующем. Пусть на плоскости про-
екций z=0 даны две ветви циклографической про-
екции: 
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. Необходимо восстановить  
в пространстве соответствующую кривую 
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Рис. 1. Схема получения измененной циклографической 
проекции )()2,1( tPch  
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, которые имеют 
определенный угол наклона образующих к плоско-
сти z=0. Например, при α-проекции этот угол бу-
дет равен 45°, при β-проекции — (90–β)° [2]. За-
тем аналитически находится линия пересечения 
этих поверхностей, выраженная, например, через 
параметр t

1
. Аналитическое решение этой задачи, 

как показывает практика, может быть получено, 
если   
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 — кривые второго порядка 
либо обводы из этих кривых. Таким образом, кри-
вая 
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 (рис. 2), как ортогональная проекция линии 
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, является искомой и позволяет также 
привести кривую 
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полученных по схеме образования измененной ци-
клографической проекции, аналогичный способ по-
лучения кривой 

));(),(),(()( tztytxtP   

TtTRttP  0:;0)('  

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

2

)2,1(

2

)2,1(

t

tttxttx
te

tztyty

t

tttyttx
te

tztxtx




















 

);()(')(')()( tztetztet   

)).(()(;)(')(')( 22 ttgtetytxt   

1( )P t  

( )P t  

/

/ 2 / 2

/

/ 2 / 2

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) .

( ( ) ) ( ( ) )
c

ch

h

y t z t e t
x t x t

x t y t

x t z t e t
y t y t

x t y t

 




 
 



 

)()1( tP     )()2( tP  

)()1( tPch      )()2( tPch  

)()( tPtP ch  

)()( tPtPch   

)()()2,1( tPtPch   

)2()1()2,1( :)( chchch PPtP   

)1(chP      )2(chP  

111101)1()1( ),( TtTtPP chch   

222202)2()2( ),( TtTtPP chch   

 не годится. Также очевидно, 
что без расположения линии 
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 центров циклов, 
без значения угла поворота φ образующих (см. рис. 
1(б)), невозможно однозначно определить положе-
ние линии 
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 (рис. 3). Очевидно, что линия 
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,  
но при этом не является линией криволинейной 
симметрии, т.е. ортогональной проекцией иско-
мой кривой 
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 в свою 
очередь позволяет аналогичным образом привести 
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 к взаимно-одно-
значному соответствию параметров, т.е. к общей 
параметризации. Когда любой точке C

1i
 на кривой 
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 будет однозначно соответствовать точка B
1i 

кривой )( 1)1( tPch      )( 2)2( tPch  
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, тогда всегда можно отыскать сере-
дины отрезков B

1i 
C

1i
, которые и будут точками A

i
 

искомой кривой 
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 (см. рис. 3). Поскольку радиус 
окружности основания проецирующего конуса ра-
вен расстоянию A

i
B

1i 
  (или A

i
C

1i
), то всегда возмож-

но восстановить пространственную кривую 
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 для 
случая циклографической α-проекции.

Результаты экспериментов. Рассмотрим при-
мер. На плоскости проекций z=0 даны две кривые   
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 (рис. 4), имеющие следующие урав-
нения:

 
 

Требуется определить пространственную кри-
вую 
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, по отношению к которой эти кривые яв-
ляются измененной циклографической проекцией.

По алгоритму решения обратной задачи ци-
клографической проекции пространственной кри-
вой поставим в соответствие заданным кривым их 
α-поверхности [2, 9]. Для этого построим простран-
ственные образы эволют этих кривых. Координаты  
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 эволют найдем по известным в диф-
ференциальной геометрии формулам:

 

Координата 
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 определяется так:
 

где i=1,2. Полученные уравнения в статье приве-
дены в сокращенном виде ввиду громоздкости их 
развернутых выражений.

Исходные кривые и пространственные образы 
их эволют при совместном рассмотрении образуют 
линейчатые поверхности 
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)( 1)1( tchΦ      )( 2)2( tchΦ  . Уравне-
ния этих поверхностей имеют вид:

Рис. 2. Визуализация примера решения обратной задачи 
при циклографическом моделировании 

кривой линии пространства

Рис. 3. Схема определения точек ортогональной проекции  
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 исходной кривой 
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 в случае задания кривых линий, 
являющихся измененной циклографической проекцией 

линии 
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Рис. 4. Исходные данные примера
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, получаем  
систему из трех уравнений с четырьмя неизвестны-
ми. Решение такой системы осуществляется нахож-
дением функциональных зависимостей параметров 
этой системы. В рассматриваемом примере внача-
ле получим выражение параметра 
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. Затем, подставляя 
полученное выражение 
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На рис. 5 представлена визуализация получе-
ния кривой 
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. Все вычисления по определению 
функциональной зависимости параметров, а также 
визуализация, представленная на последующих ри-
сунках, производились в системе компьютерной ал-
гебры Maple.
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 через параметр t
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. Полученные урав-

нения кривой 
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. Функция RootOf — это специальный 
оператор системы компьютерной алгебры Maple, 
который означает, что система не может выразить 
решение в радикалах. Однако это не мешает ей да-
вать верные конечные результаты символьных и 
численных расчетов. 

Таким образом, теперь каждой точке на кривой 
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 однозначно соответствует точка на кривой 
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ками A

1i
 являются точки, являющиеся срединами от-

резков, пересекающих кривые 
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тогональной проекции 

));(),(),(()( tztytxtP   

TtTRttP  0:;0)('  

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

2

)2,1(

2

)2,1(

t

tttxttx
te

tztyty

t

tttyttx
te

tztxtx




















 

);()(')(')()( tztetztet   

)).(()(;)(')(')( 22 ttgtetytxt   

1( )P t  

( )P t  

/

/ 2 / 2

/

/ 2 / 2

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) .

( ( ) ) ( ( ) )
c

ch

h

y t z t e t
x t x t

x t y t

x t z t e t
y t y t

x t y t

 




 
 



 

)()1( tP     )()2( tP  

)()1( tPch      )()2( tPch  

)()( tPtP ch  

)()( tPtPch   

)()()2,1( tPtPch   

)2()1()2,1( :)( chchch PPtP   

)1(chP      )2(chP  

111101)1()1( ),( TtTtPP chch   

222202)2()2( ),( TtTtPP chch   
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, 
полученные в данном примере, имеют вид:

 

Из рис. 1(б) видно, что любая точка A
1
(x

1
(t

1
),y

1
(t

1
)) 

на кривой 

));(),(),(()( tztytxtP   

TtTRttP  0:;0)('  

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

2

)2,1(

2

)2,1(

t

tttxttx
te

tztyty

t

tttyttx
te

tztxtx




















 

);()(')(')()( tztetztet   

)).(()(;)(')(')( 22 ttgtetytxt   

1( )P t  

( )P t  

/

/ 2 / 2

/

/ 2 / 2

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) .

( ( ) ) ( ( ) )
c

ch

h

y t z t e t
x t x t

x t y t

x t z t e t
y t y t

x t y t

 




 
 



 

)()1( tP     )()2( tP  

)()1( tPch      )()2( tPch  

)()( tPtP ch  

)()( tPtPch   

)()()2,1( tPtPch   

)2()1()2,1( :)( chchch PPtP   

)1(chP      )2(chP  

111101)1()1( ),( TtTtPP chch   

222202)2()2( ),( TtTtPP chch   

 является ортогональной проекцией 
вершины проецирующего конуса. Непрерывное 
множество вершин, очевидно, совпадает с искомой 
пространственной кривой 
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. Таким образом, на-
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 по направле-
нию нормали, проведенной к линии 
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Рис. 5. Пространственная визуализация 
получения линии 
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29

зволяет получить классическую циклографическую 
проекцию по уравнениям (1). На рис. 6 представлен 
конечный результат решения рассматриваемого 
примера с ортогональной проекций 
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Дополнительно, для большей наглядности, на рисун-
ке показаны циклографические α-проекции 
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, полученные для полуугла при вершине 
проецирующего конуса, равного 45°. Также визуа-
лизированы ортогональные проекции образующих 
линейчатых поверхностей, для которых кривые  
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 и полученная кривая 

));(),(),(()( tztytxtP   

TtTRttP  0:;0)('  

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

2

)2,1(

2

)2,1(

t

tttxttx
te

tztyty

t

tttyttx
te

tztxtx




















 

);()(')(')()( tztetztet   

)).(()(;)(')(')( 22 ttgtetytxt   

1( )P t  

( )P t  

/

/ 2 / 2

/

/ 2 / 2

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) .

( ( ) ) ( ( ) )
c

ch

h

y t z t e t
x t x t

x t y t

x t z t e t
y t y t

x t y t

 




 
 



 

)()1( tP     )()2( tP  

)()1( tPch      )()2( tPch  

)()( tPtP ch  

)()( tPtPch   

)()()2,1( tPtPch   

)2()1()2,1( :)( chchch PPtP   

)1(chP      )2(chP  

111101)1()1( ),( TtTtPP chch   

222202)2()2( ),( TtTtPP chch   

 являются 
направляющими.

Обсуждение результатов. Результаты вычислен-
ного эксперимента подтвердили теоретические вы-
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, полученных по схеме обра-
зования измененной циклографической проекции, 
к исходной пространственной кривой 
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, возмож-
но. Не исключается получение аналитического ре-
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дут заданы кривыми второго порядка или обводами  
из них. В остальных же случаях, когда исходные 
кривые представляют собой сплайн-кривые третьей 
или более высоких степеней, пространственную 
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 можно получить как дискретный ряд 
точек, каждая из которых определяется аналитиче-
ски. В дальнейшем для формирования самой линии 
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 может быть использована интерполяция этого 
ряда точек.

Заключение. Полученные результаты показыва-
ют, что измененная циклографическая проекция, 
так же как и классическая, является обратимой. 
Предложенный алгоритм определения исходной 
пространственной кривой по заданным кривым 
линиям, полученным по схеме образования из-
мененной циклографической проекции, основан  
на алгоритме решения обратной задачи классиче-
ской циклографической проекции пространствен-
ной кривой. Он позволяет однозначно определять 
линию 

));(),(),(()( tztytxtP   

TtTRttP  0:;0)('  

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

,
)(

)()()(')()('
)(

)()()(

2

)2,1(

2

)2,1(

t

tttxttx
te

tztyty

t

tttyttx
te

tztxtx




















 

);()(')(')()( tztetztet   

)).(()(;)(')(')( 22 ttgtetytxt   

1( )P t  

( )P t  

/

/ 2 / 2

/

/ 2 / 2

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) ,

( ( ) ) ( ( ) )

( ) ( ( ) ( ))
( ) ( ) .

( ( ) ) ( ( ) )
c

ch

h

y t z t e t
x t x t

x t y t

x t z t e t
y t y t

x t y t

 




 
 



 

)()1( tP     )()2( tP  

)()1( tPch      )()2( tPch  

)()( tPtP ch  

)()( tPtPch   

)()()2,1( tPtPch   

)2()1()2,1( :)( chchch PPtP   

)1(chP      )2(chP  

111101)1()1( ),( TtTtPP chch   

222202)2()2( ),( TtTtPP chch   

 (ортогональную проекцию искомой 
кривой), по которой восстанавливается искомая 
пространственная кривая 
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. Результаты работы 
могут быть использованы в области разработки си-
стем автоматизированного проектирования авто-
мобильных дорог как общего, так и специального 
назначения.
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(на рисунке показана ее ортогональная проекция 
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