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Введение. Современный автоматизированный 
электропривод представляет собой сложную элек-
тромеханическую систему, предназначенную для 
приведения в движение рабочего органа машины 
и управления её технологическим процессом. Он 
состоит из трёх основных частей: электрическо-

го двигателя, осуществляющего электромехани-
ческое преобразование энергии; механической 
части, передающей механическую энергию ра-
бочему органу машины; и системы управления, 
обеспечивающей оптимальное по тем или иным 
критериям управление технологическим процес-
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Работа посвящена математическому моделированию системы управления 
скоростью вращения двигателя постоянного тока, основанной на примене-
нии PI-регулятора. Двигатели постоянного тока нашли широкое применение  
в промышленности для приведения в движение механизмов циклического 
действия, где требуется высокая скорость отклика, высокий пусковой крутя-
щий момент, линейное управление. Основные методы управления требуемы-
ми характеристиками скорости вращения двигателя постоянного тока с не-
зависимым возбуждением заключаются в управлении параметрами обмоток 
якоря и возбуждения, питаемых от разных источников. PI-регулятор находит 
широкое применение в программируемых логических контроллерах благо-
даря простоте и ясности математического аппарата. Предлагаемая математи-
ческая модель PI-регулятора основана на выборе оптимальных параметров, 
обеспечивающих поддержание фактической скорости, близкой к заданной. 
Были определены оптимальные коэффициенты PI-регулятора KP и KI, дающие 
наилучший результат для постоянной скорости. Результаты компьютерного 
моделирования в MatLab были сопоставлены с результатами имитационно-
го моделирования на лабораторной установке. Полученные данные при при-
менении PI-регулятора по установившейся ошибке и времени переходного 
процесса выглядят предпочтительнее имитационной модели с регулировкой 
напряжения. Разработанная математическая модель показала следующие 
основные результаты: время разгона < 0,3 с; время переходного процесса  
< 0,5 с; перерегулирование не превышает 0,5 %; установившаяся ошибка 
не превышает 0,1 %. В результате исследования была разработана мате-
матическая модель и проанализирована работа двигателя постоянного тока  
с PI-регулятором, позволяющим практически полностью устранить вынуж-
денные колебания и установившуюся ошибку. Отмечено преимущество пред-
ложенного метода применения PI-регулятора как более привычного и про-
стого в использовании элемента управления при внедрении в существующую  
систему управления без особых изменений.

Ключевые слова: двигатель постоянного тока, PI-регулятор, математическое 
моделирование, MatLab, скорость вращения, установившаяся ошибка.
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сом [1]. Диапазон изменения номинальных частот 
вращения электропривода имеет весьма широкие 
пределы. Использование средств дискретной техни-
ки в системах управления приводами постоянного 
тока расширяет диапазон регулирования скорости  
до 1000 … 1500:1 и выше [2].

В технологии горного производства используется 
ряд горных машин, главные рабочие механизмы ко-
торых оснащены регулируемым электроприводом. 
Они выполняют основные функции: разрушение 
и перемещение горной породы, транспортировку 
горной массы, перемещение жидкой и воздушной 
среды. К ним относятся добычные и буровые маши-
ны, экскаваторы, конвейерные и подъемные уста-
новки, насосные, компрессорные и вентиляторные 
установки.

Шахтные подъемные установки являются очень 
важным звеном технологической схемы подзем-
ных горнодобывающих предприятий (рудников). 
На подъемных установках алмазодобывающих руд-
ников (на примере АК «АЛРОСА») применяются 
электроприводы постоянного тока с управлением 
от тиристорного выпрямителя: система «управляе-
мый выпрямитель — двигатель постоянного тока», 
и переменного тока с управлением от преобразова-
теля частоты: системы «преобразователь частоты —  
асинхронный двигатель» и «преобразователь ча-
стоты — синхронный двигатель». Каждая из этих 
систем обладает своими преимуществами и недо-
статками. К главным преимуществам систем элек-
тропривода с двигателями постоянного тока можно 
отнести высокое быстродействие, получение не-
обходимых характеристик и точность управления,  
то есть такой электропривод обладает высокой 
управляемостью, что упрощает систему автомати-
ческого управления движением подъемной машины 
[3, 4].

Применение PI- и PID-регуляторов для двигате-
лей постоянного тока неоднократно рассматрива-
лось в научных работах. В работе [5] авторы рас-
сматривают множество методов регулирования, 
в том числе PI-регулирование скорости двигателя 
постоянного тока с независимым возбуждением. 
Значения характеристик переходного процесса, 
полученные от PI-регулятора, представляют собой 
пиковые значения за время моделирования (20 %),  
а именно время разгона 0,01 с, время максимума  
0,1 с и время установления переходного процесса  
1 с. Авторы в работе [6] применяют три мето-
да управления: P-регулятор, PI-регулятор и PID-
регулятор. Причем для настойки этих регуляторов 
применялся метод Циглера–Никольса, который яв-
ляется эвристическим, а не экспериментально-ана-
литическим. Значения характеристик переходного 
процесса, полученные от PI-регулятора, представля-
ют собой пиковые значения за время моделирова-
ния (19 %), а именно время разгона 6,01 с, время 
максимума 1,19 с и время установления переходно-
го процесса 34,1 с. В работах [7–9] уже применены 
более современные методы управления скоростью 
двигателей постоянного тока, такие как использова-
ние нечеткого PI-регулятора дробного порядка, ис-
пользование генетического алгоритма и построение 
линейно-квадратичного регулятора соответственно.

Целью настоящей работы является реализация 
математической модели PI-регулятора скорости для 
двигателя постоянного тока с независимым возбуж-
дением с помощью пакета программ MatLab. Для 
реализации модели был разработан новый алго-
ритм, методика настройки которого сравнивается 

с методом Циглера–Никольса. Для сопоставления 
смоделированных параметров используется имита-
ционная модель, собранная на базе лабораторной 
установки. Результаты моделирования системы 
управления двигателя постоянного тока помогут  
в выборе систем электропривода и автоматического 
управления для реальных механизмов подъемных 
установок горных предприятий.

Краткая теоретическая часть. Система электро-
привода с двигателем постоянного тока имеет три 
основных свойства: высокую скорость, надеж-
ность и высокую производительность [10]. Актуаль-
ность использования именно PI-регулятора исходит  
из того факта, что этот тип регулятора приближа-
ет погрешность заданной и фактической скорости  
к нулю [11].

Скорость вращения двигателя постоянного тока 
можно определить из выражения (1):

 .                      (1)

Из приведенного выше уравнения видно, что 
скорость условно связана с напряжением, магнит-
ным потоком и сопротивлением якоря. Двигатели 
постоянного тока делятся на двигатели со смешан-
ным возбуждением, с последовательной и парал-
лельной обмоткой возбуждения, с независимым 
возбуждением. Последний тип нашел наиболее ши-
рокое применение в технологических установках. 
Управление скоростью вращения двигателя посто-
янного тока с независимым возбуждением можно 
реализовать как с помощью обмотки якоря, так  
и обмотки возбуждения, которые могут подклю-
чаться к разным источникам питания. Путем управ-
ления якорем и полем обмотки возбуждения дости-
гается широкий диапазон регулирования скорости 
как ниже, так и выше максимальной [12].

Принцип действия двигателя постоянного тока 
основан на взаимодействии тока проводников об-
мотки якоря с магнитным полем обмотки возбуж-
дения, в результате чего на каждый проводник об-
мотки якоря действует электромеханическая сила, 
а совокупность сил, действующих на все активные 
проводники обмотки, образует электромагнитный 
момент машины [13].

На рис. 1 представлена схема замещения дви-
гателя постоянного тока с независимым возбужде-
нием.

На основании второго закона Кирхгофа [14] для 
мгновенных значений электродвижущей силы, на-
пряжений и токов можно записать следующее диф-
ференциальное уравнение (2):

 ,                (2)
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Рис. 1. Схема замещения двигателя 
постоянного тока 

с независимым возбуждением
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где e=K
и
i

f
ω — электродвижущая сила. Подставив 

формулу электродвижущей силы в (2), получим 
уравнение (3):

 .            (3)

Используя преобразования Лапласа для (3), по-
лучим (4):

U
a
(s) = I

a
(s)Ra + L

a
(s)  I

a
(s) + K

и
I

f
ω(s).     (4)

Из уравнения (4) выразим ток и получим (5):

 .               (5)

Уравнение (5) дополним уравнением движения 
механической части двигателя (6):

 .                  (6)

На основании выведенных уравнений можно 
получить простую математическую модель двигате-
ля постоянного тока с независимым возбуждением 
(рис. 2) [15].

Система управления двигателя должна мини-
мизировать четыре фактора [16]: время разгона  
(t

r
, s) — определяется периодом времени от 10 % 

до 90 % заданного значения; перерегулирование  
(ε, %) — представляет собой пиковое значение кри-
вой скорости, определенное исходя из заданного 
значения; время установления (t

s
, s) — представляет 

собой время, необходимое для фактического дости-
жения и фиксации на уровне 2–5 % от заданного 
значения; установившаяся ошибка (σ, %) — пред-
ставляет собой разницу между фактическим и за-
данным значением скорости.

Экспериментальная часть. Благодаря простоте 
и ясности математического аппарата, PI-регуляторы 
находят широкое применение в программируемых 
логических контроллерах [17]. В работе предлагает-
ся математический метод разработки PI-регулятора 
скорости двигателя постоянного тока. Математиче-
ское моделирование реализовано в среде MatLab 
для получения оптимального отклика двигателя 
постоянного тока с PI-регулятором. Наш метод 
настройки PI-регулятора сравнивается с методом 
Циглера–Никольса. Выбор оптимальных значе-
ний параметров PI-регулятора при этом обеспечи-
вает поддержание фактической скорости, близкой  
к заданной. PI-регулятор имеет пропорциональную  
и интегральную составляющие, благодаря чему есть 
возможность делать установившуюся ошибку рав-
ной нулю. 

Стандартная модель передаточной функции PI-
регулятора с замкнутым контуром и обратной свя-
зью представлена на рис. 3.
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Рис. 2. Математическая модель двигателя постоянного тока 
с независимым возбуждением

Рис. 3. Модель передаточной функции PI-регулятора

Рис. 4. Блок-схема работы алгоритма

Рис. 5. Лабораторная установка для имитационного 
моделирования, где позициями обозначены: 

1 — источник питания; 2 — указатель частоты вращения; 
3 — преобразователь частоты; 

4 — двигатель постоянного тока; 5 — маховик; 
6 — двигатель переменного тока
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Анализ времени отклика данной системы мо-
жет быть основан на преобразовании передаточной 
функции во времени с учетом обратных преобразо-
ваний Лапласа. Передаточная функция нашей си-
стемы будет определяться по формуле (7):

 .              (7)

Используя разложение в ряд Тейлора, получим 
(8) [18]:

 .                  (8)

Из уравнения (8) могут быть рассчитаны раз-
личные параметры временной области, такие как 
время пика, время нарастания, время задержки  
и время установления сигнала.

На рис. 4 представлен алгоритм управления 
скоростью двигателя постоянного тока на основе 
PI-регулятора. Предлагаемый PI-регулятор, встро-
енный в двигатель постоянного тока, позволяет 
поддерживать фактическую скорость максимально 
близкой к заданной.

Для сравнения результатов моделирования бу-
дем использовать имитационную модель на базе ла-
бораторной установки, внешний вид которой при-
веден на рис. 5.

Технические характеристики двигателя посто-
янного тока, которые потребуются для разработ-
ки модели, приведены в табл. 1. Значения второго 
столбца взяты из паспортных данных двигателя,  
а четвертого столбца — рассчитаны согласно мето-
дике в [19].

На рис. 6 представлена модель двигателя по-
стоянного тока независимого возбуждения  
с PI-регулятором в пакете программ MatLab,  
а именно реализованная в приложении Simulink/
SimPowerSystems [20, 21].

Для создания модели использовались следующие 
блоки: DC Machine — блок двигателя постоянного 
тока; DC Voltage Source — источник постоянного 
напряжения; GTO — блок тиристорного полупро-
водникового устройства, которое можно включать/
выключать с помощью сигнала; Ground — зазем-
литель; PID Controller — контроллер с непрерыв-
ным или дискретным временем, позволяющий 
реализовать PID, PI, PD, P или I-регулятор в моде-
ли; Saturation — блок для ограничения диапазона 
сигнала; Relational Operator — сравнивает сигна-
лы с двух входов, используя указанный параметр; 
Constant — источник постоянного значения сигна-
ла; Bus selector — обеспечивает выбор необходимых 
параметров для измерения; Mux — мультиплексор, 
объединяющий несколько сигналов в один; Sco- 
pe — используется для графического отображе-
ния результатов моделирования в функции вре-
мени; Display — используется для численного 
отображения результатов; Powergui — блок графи-
ческого интерфейса, обеспечивающий хранение 
эквивалентной Simulink-модели в пространстве со- 
стояний.

Результаты исследования. В наших моделях 
скорость вращения двигателя n, переведенная  
в угловую скорость вращения ω, будет являться 
главной координатой электромеханической систе-
мы для дальнейшего исследования и сравнения. 
Угловую скорость вращения можно определить  
по выражению:
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Таблица 1

Технические характеристики двигателя ПЛ-062

Параметр Значение Параметр Значение

Мощность (P
n
) 90 Вт Сопротивление якоря (R

a
) 61,5 Ом

Напряжение (U
n
) 220 В Индуктивность якоря (L

a
) 1,8 Гн

Ток якоря (I
an
) 0,76 А Сопротивление обмотки возбуждения (R

f
) 1375 Ом

Ток обмотки возбуждения (I
fn
) 0,16 А Индуктивность обмотки возбуждения (L

f
) 201 Гн

Момент (M
n
) 0,573 Н·м Взаимоиндукция (L

af
) 4,7 Гн

КПД (η) 0,575 Момент инерции (J
m
) 0,0014 кг·м2

Скорость вращения (n
n
) 1500 об/мин Сила трения (B

m
) 0,004205 Н·м·с

Рис. 6. Модель двигателя постоянного тока с PI-регулятором в MatLab
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.                         (9)

В результате имитационного и компьютерного 
моделирования в MatLab были получены характери-
стики переходного процесса, для которых присущи 
некоторые показатели качества линейных непре-
рывных систем, обусловливающие динамику пере-
ходного процесса и точность системы. Рассмотрим 
ряд таких показателей, а именно время разгона (t

r
), 

разрегулирование (d) и перерегулирование (ε), вре-
мя установления переходного процесса (t

s
), устано-

вившуюся ошибку (σ).
Характеристика угловой скорости вращения, 

снятая с блока 2 (рис. 5) и обработанная на ком-
пьютере в MatLab, показана на рис. 7.

На рис. 7 видим, что время установления пере-
ходного процесса составляет 0,464 с, а выход скоро-
сти на свое номинальное значение осуществляется 
за 0,9 с. Разрегулирование и перерегулирование 
отсутствуют. Установившаяся ошибка превышает  
0,5 % и составляет 1 рад/с.

На рис. 8а показан переходной процесс, на ко-
тором красной линией обозначена заданная (номи-
нальная) скорость вращения двигателя, а синей — 
фактическая. Время разгона двигателя составляет 

0,223 с, время установления переходного процес- 
са — 0,418 с. На рис. 8б, в соответственно показаны 
процессы перерегулирования и разрегулирования. 
Величина перерегулирования равна 0,5 %, а раз-
регулирование не превышает 6 %. Также на рис. 
8б показана установившаяся ошибка, которая при 
использовании PI-регулятора не превышает 0,1 %. 
При скоростях двигателя более 1000 об/мин такой 
ошибкой можно пренебречь.

Сопоставим данные, полученные при моделиро-
вании в среде MatLab, с результатами имитацион-
ной модели. Сопоставлению будет подлежать угло-
вая скорость вращения и параметры переходного 
процесса. Во время сопоставления вычислим абсо-
лютную и относительную погрешности результатов 
произведенного моделирования. Абсолютной по-
грешностью числа называют разницу между этим 
числом и его точным значением. В нашем случае 
для определения абсолютной погрешности угловой 
скорости вращения воспользуемся формулой:

∆ω = ω–ω
n
.                      (10)

Относительной погрешностью называют отно-
шение абсолютной погрешности числа к самому 
этому числу. В нашем случае относительной по-

Рис. 7. Характеристика переходного процесса 
при имитационном моделировании

Рис. 8. Результаты моделирования двигателя постоянного тока 
с независимым возбуждением при использовании PI-регулятора
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грешностью будет являться величина установив-
шейся ошибки, которая будет определяться по фор-
муле:

 .                    (11)

Результаты сопоставления и определения по-
грешностей представлены в табл. 2.

Из результатов можно сделать вывод, что разра-
ботанная модель двигателя постоянного тока неза-
висимого возбуждения с PI-регулятором по устано-
вившейся ошибке и времени переходного процесса 
выглядит предпочтительнее имитационной модели  
с регулировкой напряжения.

Заключение. Был разработан алгоритм управле-
ния скоростью двигателя постоянного тока на ос-
нове PI-регулятора, который позволяет поддержи-
вать фактическую скорость, близкую к заданной. 
Благодаря разработанной математической модели 
были получены характеристики скорости двигате-
ля постоянного тока с независимым возбуждени-
ем с PI-регулятором. Для сравнения результатов 
была использована имитационная модель. Были 
определены коэффициенты PI-регулятора K

P
=7,2  

и K
I
=100, дающие наилучший результат для посто-

янной скорости. Время разгона составляет менее 
0,3 с. Выход скорости на свое номинальное значе-
ние происходит менее чем за 0,5 с. Перерегулиро-
вание не превышает 0,5 %. Установившаяся ошибка 
не превышает 0,1 %. Таким образом, разработана 
математическая модель и проанализирована работа 
двигателя постоянного тока с PI-регулятором, по-
зволяющим практически полностью устранить вы-
нужденные колебания и установившуюся ошибку. 
Другим преимуществом предложенного метода яв-
ляется то, что PI-регулятор более привычен и прост 
в использовании, поэтому его легко внедрить в су-
ществующую систему управления без особых из-
менений.
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Таблица 2

Сопоставление результатов имитационного и компьютерного моделирования

Параметр ИМ КМ

Номинальная угловая скорость вращения двигателя, ω
n
 (rad/s) 157 157

Фактическая угловая скорость вращения, ω (rad/s) 158 157,1

Время разгона двигателя, t
r
 (s) 0,315 0,223

Время переходного процесса, t
s
 (s) 0,464 0,418

Разрегулирование, d (%) – 5,95

Перерегулирование, ε (%) – 0,32

Абсолютная погрешность, Δω (rad/s) 1 0,1

Относительная погрешность (установившаяся ошибка), σ (%) 0,64 0,06
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