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МоДелироВАние переносА 
ВязКой несжиМАеМой жиДКости
и КоМпьютернАя грАфиКА 
ее ДефорМАций В зоне КонтАКтА
Представлены результаты численного моделирования и компьютерной визу-
ализации картин деформаций, имеющих место в слое вязкой несжимаемой 
жидкости в процессе ее переноса на подложку между контактируемыми ци-
линдрами. численное моделирование проведено с помощью разработанного 
авторами алгоритма численного решения уравнений навье–стокса вязкой не-
сжимаемой жидкости на двухмерной регулярной сетке с помощью конечно-
разностных методов с дополнительным расчетом подвижных границ, учиты-
вающего расщепление жидкости с образованием микрокапель и деформации 
контактируемых поверхностей под действием перепадов давления. Рассма-
тривается ламинарный тип течения вязкой несжимаемой жидкости в точке 
контакта поверхностей и постоянной скоростью вращения цилиндров. От-
мечено, что программная реализация разработанного численного алгоритма  
на примере печатной системы позволяет автоматизировать расчет коэффи-
циентов переноса краски в зоне печатного контакта и прогнозировать выбор 
печатной системы.

Ключевые слова: алгоритм численного моделирования, компьютерная гра-
фика, уравнение навье–стокса, конечно-разностные методы, поверхность, 
деформация, вязкая несжимаемая жидкость.

Работа выполнена при поддержке программы фундаментальных научных 
исследований сО Ран № I.1.3., проект № 0314-2016-0009 (Паничкин а. В.)  
и в плане ниР ОмГтУ № 17170В от 07.04.2017 г.

Введение. Течения несжимаемой жидкости  
с подвижными границами свойственны различным 
технологическим процессам, в том числе характер-
ны и для печатных систем. 

В соответствии с основной концепцией стан-
дартизации процесса офсетной печати одной  
из важных задач является контроль показателей 
качества печати и его автоматизация. Расширение 
возможности компьютерной техники и программ-
ного обеспечения значительно упрощает модели-
рование гидродинамических процессов. В этом 
направлении научных разработок последнего де-
сятилетия представляют научный интерес иссле-
дования зарубежных ученых [1–3]. Анализ работ 

отечественных и зарубежных ученых позволяет 
констатировать факт отсутствия единого подхода  
к математическому описанию красочных аппара-
тов, переносу и расщеплению печатной краски [4–
8]. В основу математического описания положена 
система алгебраических уравнений, отражающих 
сложение и деление красочных слоев в контактных 
зонах. Это позволяет решать динамическую задачу 
передачи слоев краски на оттиск. Сложность расче-
тов не всегда позволяет получить количественную 
оценку определяемых коэффициентов.

Постановка задачи. Принимаем, что печатная 
краска — это вязкая жидкость. Анализ ранее по-
лученных экспериментальных и теоретических  
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данных по движению слоя вязкой жидкости между 
вращающимися цилиндрами и расщеплению кра-
сочного слоя при его переносе с одного цилиндра 
на другой показал, что проблема недостаточно из-
учена. При решении такого рода задач приходится 
преодолевать значительные математические труд-
ности, обусловленные, во-первых, нелинейностью 
и сложностью уравнений, во-вторых, необходимо-
стью определять свободную поверхность при ре-
шении системы уравнений в частных производных, 
что является характерной особенностью течений  
в слоях и пленках. 

С другой стороны, сложность решения задачи 
состоит в многообразии характеристик печатной 
системы. Так, в зависимости от свойств печатной 
краски и скорости разделения слоя (скорость пе-
чатания) изменяется характер разрыва красочного 
слоя. Следует отметить, что в большинстве работ 
приводятся данные по переносу краски с упро-
щенным принятием половинного расщепления  
с нулевой впитывающей способностью, т.е. условно 
принято, что красочный слой разделяется пополам  
по углу отрыва [4–7]  

Наиболее общей математической моделью  
для описания течения сплошной вязкой жидкости 
являются уравнения Навье–Стокса, для решения 
которых существуют различные численные методы. 
Одним из распространенных методов аппроксима-
ции несжимаемых течений является метод конеч-
ных элементов. Несмотря на последние достижения 
в области повышения точности аппроксимации в 
методе конечных элементов, конечно-разностные 
алгоритмы превосходят его в эффективности и точ-
ности [8]. 

Цель работы заключается в разработке алгорит-
ма и программного обеспечения для численного мо-
делирования течения малого объёма вязкой несжи-
маемой жидкости со свободными границами между 
контактируемыми вращающимися цилиндрами, ха-
рактерного для печатной системы, и компьютерной 
визуализации картин сопутствующих процессу де-
формаций.

Решение задачи. В численном моделировании 
течений вязкой несжимаемой жидкости можно вы-
делить два класса алгоритмов:

— итерационные методы решения нелинейных 
разностных уравнений, основанные на идеях рас-
щепления по физическим процессам [9];

— разностные схемы аппроксимации исходных 
интегро-дифференциальных уравнений [9–11].

В качестве основной характеристики итераци-
онных методов чаще всего используются скорость 
сходимости итерационного процесса решения не-
линейных уравнений  и уточняют, что точность 
численного решения определяется в основном 
не порядком аппроксимации разностной схемы, 
а свойствами дифференциального приближения 
[10–13]. 

Для решения задачи использована равномер-
ная сетка с количеством расчетных узлов по двум 
координатам Nx

 и N
y
, равным 80. Выбор  итераци-

онного шага τ осуществлялся в пределах от 0,0002  
до 0,005 для рассмотренной сетки в безразмерных 
величинах. Применена модель течения вязкой не-
сжимаемой жидкости, описывающей ламинарное 
течение при определенных ограничениях на скоро-
сти движения цилиндров )1( Re  
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. 
Для рассматриваемой задачи обозначим началь-

ные и граничные значения для компонент скорости 
и давления жидкости в следующем виде:

При t=0
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 в точках касания с цилиндрами гра-
ничные условия для жидкости при 
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 (здесь 
T

k 
— конечное время моделирования, когда проис-

ходит окончательное разделение начальной ограни-
ченной области жидкости на две части по расходя-
щимся поверхностям двух цилиндров).

На первом контактируемом цилиндре:
 
 

                                                           .

На втором контактируемом цилиндре:
 

                                                             .

С учетом малости скоростей относительного 
движения сдавливающих поверхностей с разницей 
внутреннего и внешнего давления (P

1
–P

0
) при на-

капливающейся со временем величины деформа-
ции границы 
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 для толщины слоя H бумаги (под-
ложки) или резины площадью S, имеющего модуль 
упругости E изменения центра 
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 толщин слоев 
рассчитывались по следующему уравнению

     ,    (1)
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 — величина  деформации границы (сжатия) 
на какой-то момент времени t

1
. 

Для рассмотренной нами задачи проведены рас-
четы с применением обычных методов по конеч-
но-разностной схеме с уравнениями (2)–(3), при 
использовании оператора 
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 в виде (4) с обычной 
ориентацией шаблона вдоль узловых линий для рас-
чета конвективно-диффузионного переноса на при-
мере печатной системы (перенос печатной краски 
между двумя вращающимися цилиндрами печатно-
го аппарата) [14, 15].
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 — скорость; 
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 — оператор градиента;  
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 — угловая скорость вращения; 
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 —  
векторная величина ускорения поля тяготения; 

)1( Re  

;),,0(;0),,0(),,0( АТМr PrPrUrU    

RR
RrR LL

s 22
,





  

],0( Tt     ],0( kTt   

;0),,(),,(   RtURtUr  

),,(),,(),,( 2

2
2 












rt
r
U

RRt
r
P

Rt
n
P r  

);,,(),,(   rtUrtUr  


















































































R
U

r
R

r
U

UU
r
UU

R
U

r
R

r
U

U
r

rU

rt
R
P

r
R

rt
r
P

rt
n
P

r
r

r

r
r

22
2

22
2

2

2
2

,
2)(

),,(),,,(
1

),,(
1

 

r    с  

    SPPSr
H
E

HS cc  012/2/  

  

   gVtFVPVV
t
V

,,,,
1

, 2 




  

0



V
t
p  

2
22220

2

2
11110

1

22

;
22

yy

xx

hh

hh
u

















 

V          
2    F    ),( yxx   

    g    2211 ,,,    

M    ,1

1 ri

N

i rir eFF  
       

1

1
,

N

i iMM  

мкм2s    мкм4L  

 — операторы сдвига функции на шаг 
сетки вверх или вниз по осям x и y.   

Разработан алгоритм численного моделирования 
для автоматизации расчета коэффициентов перено-
са вязкой несжимаемой жидкости между контакти-
руемыми цилиндрами.

Алгоритм численного моделирования для авто-
матизации расчета коэффициентов переноса вяз-
кой несжимаемой жидкости в зоне контакта и его 
практическая реализация.

Алгоритм включает следующие модули: 
— ввод данных и условий моделирования;  
— проверка условий адгезии вязкой несжима-

емой жидкости на соответствующих поверхностях; 
— расчет итерационных сил и моментов сил. 
Численный расчет для радиальных сил F

r
 и мо-

ментов 
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 для деформирующейся поверхности 
проводился с учетом дискретной сетки в окрестно-
сти узлов поверхности верхнего и нижнего цилин-
дров и их скоростей деформации по методу, реа-
лизованному в [16], что является необходимым при 
определении касательных напряжений. Суммарные 
величины F

r
, 
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 по всем граничным узлам поверх-
ности цилиндра, соприкасающимся с жидкостью, 
могут быть получены в виде:

   
    (5)

где N
1
 — число расчетных узлов по координате x 

(или φ), e
ri
 — единичный орт для i-го направления 

радиуса вектора около приграничного (i, j)-го узла 
расчетной сетки.

— расчет деформаций границ; 
— расчет коэффициентов переноса вязкой не-

сжимаемой жидкости между контактируемыми ци-
линдрами; 

— компьютерная графика картин деформаций 
в слое вязкой несжимаемой жидкости в процессе 
переноса на подложку в контактной зоне.

На рис. 1 представлен фрагмент практической 
реализации алгоритма численного моделирования 
для автоматизации расчета коэффициентов перено-
са вязкой несжимаемой жидкости на контактируе-
мую подложку на примере печатной системы.
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Рис. 1. Фрагмент практической реализации алгоритма 
численного моделирования для автоматизации расчета 

коэффициентов переноса краски на бумагу
 

                                          a)                                                                                        b)

Рис. 2. Компьютерная графика деформаций в слое вязкой несжимаемой жидкости: 
подложка № 3, L = 5 мкм и δ = 2 мкм, скорость вращения цилиндров 

печатного аппарата 10 рад/с (a–b, t = 0,30•10-3, 0,50•10-3)
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b)

Рис. 3. Компьютерная графика деформаций в слое вязкой 
несжимаемой жидкости:  подложка № 3, 
L = 5 мкм и δ = 2 мкм, скорость вращения 
цилиндров печатного аппарата 10 рад/с 

(a–b, t = 0,30•10-3, 0,50•10-3)

а) а)

b)

Рис. 4. Компьютерная графика деформаций в слое вязкой 
несжимаемой жидкости: подложка № 3, 

L = 5 мкм, скорость вращения 
цилиндров печатного аппарата 10 рад/с 

(a–b, t = 0,30•10-3, 0,50•10-3)

Таблица 1

Результаты численного моделирования

Номер
Скорость, 
вращения, 

рад/с

Количество краски на подложке, %

в объемных 
слоях

на поверхности
общее
кол-во

1 10 5,62 59,4 59,77

1 20 4,18 59,7 59,99

2 10 9,80 45,97 55,77

2 20 8,24 41,62 49,84
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Программная реализация алгоритма позволяет 
автоматизировать расчет коэффициентов переноса 
краски в печатной системе: на поверхность подлож-
ки в зоне контакта между цилиндрами печатного 
аппарата; в структуру подложки, общее количество 
краски на поверхности подложки; коэффициент 
«пыления краски» [17, 18]. Компьютерная графика 
визуализации картин деформаций слоя вязкой не-
сжимаемой жидкости в период прохождения зоны 
контакта показана на примере печатной системы 
в зависимости от печатно-технических характери-
стик контактируемой подложки (рис. 2–4).

Результаты в зависимости от характеристик 
компонентов печатной системы и условий переноса 
жидкости при учете деформации границ: 
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2
=0,13 м (радиусы цилиндров), Р = Р

АТМ
 = 

= 105 H/м2, v = 0,012 м2/c представлены в табл. 1. 
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Заключение. Полученные результаты подтверж-

дают целесообразность применения представленно-
го в работе подхода к определению количественной 
оценки характеристик переноса вязкой несжи-
маемой жидкости между контактируемыми ци-
линдрами. Приведенные расчеты показывают, что 
коэффициент, характеризующий перенос краски  
в печатной системе, зависит от характеристик пе-
чатной системы. 

Приведенные картины компьютерной графики 
иллюстрируют этапы взаимодействия компонен-
тов печатной системы. Отображают в виде графи-
ческих картин деформационные изменения в слое 
жидкости в зоне печатного контакта. 

Отличительные особенности предложенного ал-
горитма от аналогов:

— позволяет провести расчет коэффициентов 
переноса краски на запечатываемую подложку  
при офсетном печатании с учетом деформации 
компонентов печатной системы;

— позволяет осуществить расчет впитывания 
компонентов красочной системы в объемные слои 
запечатываемого материала;

— способствует автоматизации расчета контро-
лируемых показателей.
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