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матЕматичЕсКая моДЕль 
проЕКтироВаНия 
оптимиЗироВаННых схЕм 
расположЕНия 
проиЗВоДстВЕННых оБъЕКтоВ 
На пЕрЕсЕчЕННой мЕстНости
Получена математическая модель учета расположения производственных 
объектов на территории с пересеченным рельефом. Предлагаются два кри-
терия для поиска оптимального взаиморасположения объектов-источников  
и объектов-приемников технологических продуктов с учетом перепада высот. 
Введен признак объекта-источника. Приведены примеры заполнения таблиц 
уровней коммуникационных затрат в вертикальном направлении и таблицы 
признака объекта-источника.

Ключевые слова: пересеченный рельеф территории, производственные  
объекты, схемы расположения, оптимизационный синтез.

Проблема оптимального по тем или иным кри-
териям размещения объектов является общедисци-
плинарной и решается теми или иными способами 
в различных областях науки и техники. Такие зада-
чи возникают при проектировании радиоэлектрон-
ных устройств [1], при проектировании плоского  
и объемного расположения технологического обо-
рудования в производственных помещениях [2–9], 
а также при синтезе схем размещения технологи-
ческих установок, зданий и сооружений в процес-
се разработки генеральных планов промышленных 
предприятий [10–13]. В последнем случае при оп-
тимизации схем расположения объектов предпо-
лагалось, что все объекты производственного ком-
плекса расположены на одном уровне, на строго 
горизонтальной поверхности, а в качестве критери-

ев оптимизации использовались затраты на реали-
зацию (создание и эксплуатацию) коммуникацион-
ных связей между объектами [10] этих комплексов, 
площадь, периметр и размеры территории, занима-
емой производственным комплексом [11–13]. 

В настоящей работе предлагается математиче-
ская модель и метод оптимизации схем расположе-
ния производственных объектов (технологических 
установок, зданий и сооружений) на пересеченной 
местности. 

Актуальность создания методов решения на-
званной задачи связана с тем, что во многих слу-
чаях для проектируемого производственного ком-
плекса целесообразно использовать территории, 
расположенные как можно ближе, например,  
к источникам сырья, к терминалам сбыта продук-
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ции и т. д. в условиях отсутствия в ближайших 
окрестностях одноуровневой естественной площад-
ки достаточных размеров. Искусственное же соз-
дание таких площадей связано с необходимостью 
перемещения больших объемов грунтов и, как след-
ствие, со значительными финансовыми затратами. 
В связи с этим целесообразно в каждом конкрет-
ном случае рассмотреть возможность оптимального 
размещения производственных объектов на имею-
щемся естественном пересеченном рельефе, сводя 
к минимуму перемещение грунта.       

Как отмечалось, в работах [10–13] была ре-
шена задача синтеза схем размещения объектов  
на плоской территории из условия минимизации 
четырех критериев, а именно минимизации: затрат 
на реализацию   коммуникационных связей между 
объектами; площади территории, необходимой для 
производственного комплекса; длины ее периметра 
и размеров.

Учет перепада высот в расположении производ-
ственных объектов существенным образом меняет 
и постановку, и методы решения задачи о размеще-
нии объектов, заметно усложняя поиск оптималь-
ного варианта их взаиморасположения.  

При синтезе схем размещения объектов на пе-
ресеченной местности   доминирующим условием 
являются затраты на реализацию коммуникацион-
ных связей. Учет остальных трех из упомянутых 
критериев при переходе к синтезу схем на пересе-
ченной местности требуют незначительных уточне-
ний и потому здесь не рассматриваются.

Следует обратить внимание на то, что разработ-
ка критериальных функций ведется в предположе-
нии, что критерии оптимизации не должны быть  
в точности равны минимизируемой физической ве-
личине, они должны быть согласными с ней. Это 
утверждение сводится в основном к требованиям, 
чтобы с уменьшением (увеличением) критерия оп-
тимизации уменьшалась (увеличивалась) представ-
ляемая им физическая величина и, главное, чтобы 
их экстремумы совпадали.   

Критерии, отражающие затраты на коммуни-
кационные связи между объектами при разновы-
сотном взаиморасположении объектов, в отличие 
от их расположения на горизонтальной плоскости, 
должны быть дополнены составляющими, учи-
тывающими реализацию вертикальных участков 
коммуникационной связи. Затраты на реализацию 
вертикальных составляющих коммуникационных 
связей являются весьма существенными и должны 
быть отражены в математической модели. Большое 
значение в данной постановке задачи имеет учет 
взаиморасположения по высотным отметкам объ-
ектов-источников и объектов-приемников техноло-
гических продуктов. Возможно несколько способов 

учета названных составляющих коммуникацион-
ных затрат.

В целях определенности условимся в первом 
приближении считать, что коммуникации подво-
дятся к основаниям объектов — точнее, к центрам 
геометрических образов оснований [10–13], в каче-
стве которых примем прямоугольники либо окруж-
ности, описывающие контуры оснований объектов 
в плане. Эти условия не являются строгими и при 
необходимости могут быть сняты без ущерба с точ-
ки зрения общности предлагаемого метода проек-
тирования схем расположения объектов на пере-
сеченном рельефе. Для этого достаточно назначить 
соответствующую точку подвода коммуникаций  
к объекту. Однако, имея в виду, что в данной поста-
новке задача сводится к определению расположе-
ния именно основания объекта на местности, целе-
сообразно принять предлагаемое допущение.

 Учитывая, что при транспортировании техно-
логического продукта на стоимость его вертикаль-
ного перемещения влияет именно перепад высот, 
положим, что коммуникационные связи состоят из 
двух участков (рис. 1): горизонтального и   верти-
кального. Протяженность последнего примем рав-
ной разности высот расположения оснований i-го  
и j-го объектов относительно нулевой отметки пред-
приятия.  

Введем два критерия, связанные с затратами на 
реализацию коммуникационных связей в условиях 
разновысотного расположения объектов. 

В первом критерии K1
 будем считать, что го-

ризонтальные участки коммуникационных связей 
проложены по кратчайшему расстоянию между 
объектами, а во втором K

2
 — по «ломаным» катетам 

[10]. Оба критерия являются на значительной части 
допустимой области пространства параметров син-
теза согласными. Однако при уточненном синтезе 
схем упомянутые критерии имеют минимумы при 
различных значениях параметров. Использование 
кратчайших расстояний между объектами позво-
ляет обеспечивать более гладкую поверхность от-
клика целевой функции и, следовательно, лучшую 
сходимость вычислительного процесса в ходе опти-
мизации. 

После решения задачи по первому критерию 
можно уточнить решения по второму критерию, 
учитывая тот факт, что инженерные коммуникации 
прокладываются параллельно или перпендикулярно 
контуру объектов (вдоль зданий). 

В качестве критериальных функций для расчета 
первого K

1
 и второго K

2
 критериев примем следую-

щие формулы:

                                               ;

 

                                      а)                                                                                         б)

Рис. 1. Возможные взаиморасположения объектов по вертикали относительно друг друга и направления технологических 
потоков для случаев, когда источником является: а — i-й объект; б — j-й объект
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                                                ,

где V — вектор координат x
i
, y

i
  и x

j
, y

j
  центров гео-

метрических образов оснований i-го и j-го объектов 
соответственно:

V=(x
i
, y

i
, x

j
, y

j
); (i=1,…, n–1; j=i+1,…, n);

  
 

                                                , 

где c
ij
 и 
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 — удельные затраты на реализацию 
соответственно горизонтального и вертикально-
го участков коммуникационных связей между i-м  
и j-м объектами; h

ij
 — соответственно перепад вы-

сот между основаниями i-го  и j-го объектов; z
i
  

и z
j
 — соответственно высоты оснований i-го и j-го 

объектов относительно нулевой отметки предпри-
ятия либо другой принятой высотной  геодезиче-
ской отметки.  

Заметим, что удельные коммуникационные за-
траты могут быть выражены различным образом, 
как в денежных единицах, так и в условных, отно-
сительных единицах в некоторой балльной системе. 
В данной работе будем оценивать коммуникаци-
онные затраты в баллах [10], что особенно целесо- 
образно на начальных стадиях проектирования, ког-
да трудно или даже невозможно оценить уровень 
затрат в тех или иных физических или денежных 
единицах, а можно с определенной долей достовер-
ности установить соотношение этих затрат. 

Удельные затраты 
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 на реализацию вертикаль-
ных участков коммуникационных связей зависят, 
кроме прочего, от того, какой из объектов (i-й или 
j-й) в рассматриваемой паре является источником 
технологических материалов, а какой — приемни-
ком. Это, в свою очередь, определяет направление 
движения технологических материалов по вертика-
ли (подача вверх или вниз) и, соответственно, уро-
вень затрат на их перемещение.

В связи с этим исходные данные для проектиро-
вания схем размещения объектов на пересеченной 
местности должны содержать сведения об удельных 
коммуникационных затратах для каждой пары объ-
ектов при подаче технологических материалов как 
вверх, так и вниз, а также сведения о том, какой 
объект (i-й или j-й) в каждой паре является источ-
ником технологических материалов, а какой — при-
емником. Такие данные должны быть представлены 
в форме наддиагональных элементов матрицы раз-
мером (n–1)n.

В качестве признака определяющего является 
i-й объект источником или приемником технологи-
ческих материалов, введем параметр tij, принима-
ющий в наддиагональной части матрицы значение 
+1, если i-й объект по отношению к j-му является 
источником, и значение –1, если — приемником. 
Понятно, что если i-й объект является источником, 
то j-й будет приемником, и наоборот.

На основании изложенного и в соответствии  
с рис. 1 можно записать следующее выражение для 
расчета параметра 
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:
 

где cn
ij
 и cv

ij
 — удельные коммуникационные за-

траты при подаче технологических материалов  
по направлению соответственно вниз и вверх.

Удельные затраты 
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 могут быть выражены, 
в частности, в долях затрат на транспортировку 
технологических материалов  по горизонтальным 
участкам коммуникаций. В этом случае их значения 
можно рассчитать по зависимостям:

                               и  
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 — доли от удельных горизонтальных 
коммуникационных затрат на транспортировку 
технологического продукта соответственно вниз  
и вверх   (заметим, что значения  коэффициентов 
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 могут быть как больше, так и меньше еди-
ницы).

Если между рассматриваемой парой объектов 
отсутствует коммуникационная связь, то соответ-
ствующим элементам матриц cn

ij
, cv

ij
 и t

ij
 должны 
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Таблица 1 

Пример задания матрицы значений параметра cn
ij

i\j 1 2 3 4 5 6

1 × 5 4 0 4 7

2 – × 0 8 1 2

3 – – × 3 0 11

4 – – – × 1 3

5 – – – – × 9

Таблица 2

Пример задания матрицы значений параметра cv
ij

i\j 1 2 3 4 5 6

1 × 14 9 0 16 20

2 – × 0 15 20 9

3 – – × 7 0 17

4 – – – × 12 14

5 – – – – × 19

                                                                                                             

Таблица 3 

Пример задания матрицы значений параметра t
ij

i\j 1 2 3 4 5 6

1 × 1 –1 0 –1 1

2 – × 0 1 1 –1

3 – – × –1 0 1

4 – – – × 1 –1

5 – – – – × –1
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быть присвоены нулевые значения (пример оформ-
ления соответствующих матриц для шести объектов 
приведен в табл. 1–3; значения в табл. 1 и 2 указа-
ны в баллах по 20-балльной шкале).

В данной статье основное внимание уделено 
разработке именно критериальной функции как 
базовой для создания соответствующей целевой 
функции и алгоритма поиска оптимального распо-
ложения производственных объектов на пересечен-
ном рельефе с учетом в последующем необходимых 
ограничивающих условий. 
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