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распрЕДЕлЕНия стЕпЕНЕй ВЕршиН 
В растУщих графах: 
мЕтоДы расчЕта 
с КоНтролЕм погрЕшНостЕй 
Разрабатываются методы для расчета финальных распределений степеней 
вершин в растущих графах с нелинейным правилом предпочтительного связы-
вания. Решается задача контроля погрешностей расчета. Для определения ос-
новных свойств рассчитываемых распределений выводятся их аналитические 
представления. Приводятся примеры расчета с контролем погрешностей. 

Ключевые слова: случайные графы с нелинейным правилом предпочтительно-
го связывания, распределение степеней связности вершин, численные методы. 

Исследование выполнено при финансовой поддержке РФФИ в рамках научно-
го проекта № 16-31-60023 мол_а_дк. 

1. Введение. Математической основой науки  
о сетях (Network Science) является теория случай-
ных графов. При этом классическая теория слу-
чайных графов Эрдёша–Реньи [1] практически не 
используется, поскольку не учитывает закономер-
ностей роста сетей. Наиболее распространенными 
моделями растущих сетей являются графы предпо-
чтительного связывания. Первая и наиболее попу-
лярная версия таких графов — это графы Бараба-
ши–Альберт (графы БА), предложенные в работах 
[2–4], вызвавших взрывной рост числа публикаций 
о растущих сетях — см., например, [5–10]. В ра-
ботах [11–15] для моделирования растущих сетей 
предлагаются графы с нелинейным правилом пред-
почтительного связывания (НППС) и разрабатыва-
ются методы расчета характеристик этих графов. 

Граф с НППС выращивается из небольшого гра-
фа-затравки путем добавления к нему в моменты 
t = t

1
, t

2
, … очередного приращения графа — но-

вой вершины с ограниченным случайным числом 
x исходящих из нее дуг. В данной статье, учитывая  
цели выполняемого исследования, мы будем считать 
число дуг у приращений графа фиксированным  
и равным m. Концы дуг приращения связываются 
со случайно выбираемыми вершинами графа. Веро-
ятность p

i
 того, что дуга выберет для связи вершину 

i, пропорциональна весу f этой вершины, определя-
емому через ее степень связности k

i
: 

 ,              ,                (1)
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где N — текущее число вершин в графе. Таким об-
разом, случайный граф с НППС далее будет зада-
ваться двумя параметрами — степенью m прираще-
ний графа и весовой функцией f(k)≥0. 

Кроме того, далее будем считать, что затравка 
графа состоит из m вершин. Добавляемые верши-
ны будем нумеровать моментами i их поступления. 
Число N вершин в графе перед присоединением но-
вой вершины всегда будет равно текущему времени 
t = i поступления этой вершины. 

Одной из самых важных и распространенных 
характеристик растущего графа является финаль-
ное (определяемое при N  ∞) распределение сте-
пени связности (РСС) Q

k
 его вершин, k=1, 2, … .  

Здесь Q
k
 — это вероятность того, что случайно 

(равновероятно) выбранная в бесконечном графе 
вершина будет иметь степень связности k. Задачей, 
решаемой в статье, является разработка для графов 
с НППС метода расчета РСС Q

k
 с контролем по-

грешностей.
2. Постановка задачи. В [15] найдено точное ре-

куррентное решение задачи определения РСС Q
k
  

в графах с НППС:

 ,                      (2)

 ,               ,            (3)

где 
       

(4)

— финальный средний вес вершин, f
k
=f(k) — вес 

вершины со степенью k. 
Решение (2)–(4) определено с точностью  

до среднего веса f, т.е. представляет собой рекур-
рентное уравнение, которое при фиксированной 
весовой функции f(k) подлежит окончательному 
решению, дающему явное выражение РСС Q

k
 че-

рез k. Такое явное решение системы (2)–(4) легко 
выводится в случае линейной функции f(k). Напри-
мер, при f(k)=k, т.е. когда граф с НППС является 
графом БА, явное решение рекуррентной системы 
(2)–(4) имеет следующий вид:

 .              (5)

При этом f=k=2m. Равенство f=k вытека-
ет здесь из того, что f(k)=k, равенство k=2m выте-
кает из построения графа с НППС — оно справед-
ливо при любой весовой функции f(k), и в данном 
случае, естественно, совпадает со средним распре-
деления (5). При весовой функции f(k)=1 система 
(2)–(4) имеет решение 

 ,                      ,          .        (6)

Аналогично нетрудно найти решение и для весо-
вой функции f(k)=k+s, где s — константа.

К сожалению, для нелинейных рекуррентных 
уравнений (2)–(4), которые возникают в случае не-
линейных весовых функций f(k), отсутствуют ана-
литические методы решения. Поэтому для общего 
случая в [15] предложен численный метод решения 
системы (2)–(4), который можно назвать методом 
подбора параметра.

Метод заключается в следующем. Вначале  
по формулам (2)–(3), в которых вместо неизвестно-
го f используется произвольным образом заданный 
параметр a (например, a = 1),  рассчитывается со-
ответствующее РСС Qk

. В [15] доказано, что сумма 
вероятностей Q

k
 при любом a>0 будет равна едини-

це. Затем по полученному РСС вычисляются сред-

няя степень 
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 и средний вес 
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.  

После этого подбирается такое значение параме-

тра a, при котором достигается равенство a=f. 
Тем самым находится численное решение системы 
(2)–(4). Одновременно с параметром a определяет-
ся правильно рассчитанное РСС Q

k
, а значение k, 

вычисляемое через это РСС, становится равным 2m. 
Можно вместо равенства a=f потребовать дости-
жения равенства k=2m — результат подбора па-
раметра a будет точно таким же, и равенство a=f 
выполнится автоматически.

Пример 1. Метод подбора параметра удобно ре-
ализовать в электронных таблицах. На рис. 1 пока-
зан пример расчета РСС Q

k
 при f(k) = ln(k). 

В ячейке E7 электронной таблицы записана 
формула =LN(D7) для вычисления веса f(k) = ln(k)
вершины со степенью k; формула скопирована  
на весь столбец, и, таким образом, веса в столб-
це рассчитаны до степени k=10000. В ячейке F7 
формула =D4/(D4+C2*E7) соответствует формуле 
(2), т.е. вычисляет вероятность Q

m
=Q

2
. В ячейке D4 

константа a первоначально была задана равной еди-
нице. В ячейке F8 записана формула =$C$2*E7*F7/
($D$4+$C$2*E8), соответствующая формуле (3), 
т.е. вычисляющая Q

m
+1=Q

3
. Эта формула скопи-

рована на весь столбец и, таким образом, в столб-
це вычислены все Q

k
 до k=10000. Формула =СУ

ММПРОИЗВ(E7:E10005;F7:F10005) в ячейке E4 вы-
числяет средний вес вершин и соответствует фор-
муле (4). Первоначально, при a=1, средний вес в 
ячейке E4 был равен 1,251416579 и не совпадал с a.  
В ячейке E1 записана формула =СУММПРОИЗВ
(D7:D10005;F7:F10005), вычисляющая среднюю сте-
пень вершин. Первоначально, при a=1, вычислен-
ная в этой ячейке величина составляла 4,502833, т.е 
не была равна 2m=4. И, наконец, в ячейке F4 фор-
мула =1000*(D4–E4) показывает разность (увели-
ченную в 1000 раз) значений параметра a и средне-
го веса f.

Используя сервис «Подбор параметра» или сер-
вис «Поиск решения», мы даем команду подобрать 
такое значение параметра a, при котором содержи-
мое ячейки F4 станет равным нулю. Эта команда 
выполняется за долю секунды и возникает карти-
на, показанная на рис. 1. Параметр a становится 
равным f и, следовательно, вероятности Qk

, вычис-
ленные через параметр a, становятся вычисленны-
ми через значение f. Следовательно, система (2)–
(4) для весовой функции f(k) = ln(k) здесь решена 
численно с высокой точностью. Это подтвержда-
ется также тем, что средняя степень, вычисленная  
в ячейке E1, становится равной 2m (рис. 1).

Высокая точность полученного решения достиг-
нута потому, что полученное РСС Q

k
 относится  

к распределениям с легким хвостом, вследствие 
чего вероятности Q

k
 с ростом k убывают очень бы-

стро (см. рис. 1). 
Сумма вероятностей Q

k
 в рассчитанном 

столбце равна 1,000 000 000 000 000 с 15-ю ну-
лями после запятой. Значения среднего веса f  
и средней степени k рассчитываются также  
с точностью 15 значащих десятичных цифр, если  
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в ячейке F4 разность увеличить достаточно боль-
шим коэффициентом (например, в 1012 раз).

Пример 2. Проблемы возникают, когда рас-
считываемые РСС оказываются распределениями 
с тяжелыми хвостами. В качестве иллюстрации 
рассчитаем РСС Q

k
 для графа БА, т.е. при весо-

вой функции f(k)=k. Выбор этой весовой функ-
ция позволит нам оценивать точность расчета РСС  
не только по отличию среднего веса k от 2m,  
но и путем сравнения получаемых численных ре-
шений с точным решением (5). При расчете Q

k
 для 

всех k ≤ N=10 000 методом подбора параметра по-
грешность, определяемая отличием k от 2m=4, 
еще заметна: получается значение параметра  
a=3,999399 и такое же значение принимает пара-
метр k.

С увеличением N погрешность уменьшается. 
При N=40 000 мы получаем f=k=3,999850, при 
N=1000 000 f=k=3,999994, при N=4000 000 
f=k=3,999985 ≈ 3,999999 (для расчета таблиц  
с таким  большим числом строк написана специ-
альная программа). Таким образом, если бы мы не 
знали точного решения (5), то нам пришлось бы для 
получения шести точных значащих цифр обрабо-
тать таблицу, содержащую несколько миллионов 
строк. В данном случае в таблице при 4 млн строк 
получено РСС Qk, совпадающее с точным реше-
нием (5) с точностью до 5–7 значащих цифр. На-
пример, Qk

 при k=3 получилось равным 0,2000000, 
при k=1 500 000 — равным 3,555582‧10–18. Соответ-
ствующие точные решения составляют 0,2000000  
и 3,555548‧10–18. Заметим, что вершины со степе-
нью k=1 500 000 начинают появляться в графе БА, 
когда общее число вершин графа приближается  
к 1 500 0002/3,05 ≈ 7,4‧1011  [11]. Такие большие 
графы еще никто не выращивал. Но для того что-
бы вероятность выбора вершины со степенью  
k=1 500 000 приблизилась к стационарной, граф 
должен увеличиться еще в тысячи раз. 

Пример 3. Рассчитаем РСС графа с еще более 
быстро растущей весовой функцией f(k)=k1,1, по-
прежнему приняв m=2. Постепенно увеличивая 
размер расчетной таблицы, мы получаем значения 
a=f, которые при N 10 000, 40 000, 1 млн, 4 млн  
и 8 млн, составляют, соответственно, 4,890514, 
4,929545, 5,034715, 5,098913 и 5,137879. Расчет по-
следнего значения выполняется персональным ком-
пьютером средней мощности в течение 30 минут. 
Но, тем не менее, если судить по изменению па-
раметра a=f  с ростом N, то мы не можем быть 
уверены даже в том, что в пределе при N∞ сохра-
нится первая цифра — цифра 5 — самого точного 

из найденных приближений. Впрочем (в отличие  
от предыдущего примера), мы даже не знаем, суще-
ствует ли в данном случае конечный средний вес f. 

Задача о существовании конечного среднего 
веса вершин. Определить путем численных рас-
четов, существует ли конечный предел у вычисля-
емых при разных N приближений среднего веса 
a=f, далеко не всегда возможно. Но отвечать  
на этот вопрос перед расчетом РСС Q

k
 принципиаль-

но важно. Иначе, остановившись на каком-нибудь 
N и взяв полученное a=f в качестве приближен-
ного решения, мы будем допускать бесконечную 
погрешность, когда в действительности a=f=. 

Поэтому задачей, решаемой в статье, является 
поиск аналитических методов, позволяющих для 
любой весовой функции f(k) определить, является 
ли финальный средний вес вершин графа с НППС 
конечным. 

3. Метод решения задачи о существовании ко-
нечного среднего веса. В качестве аналитического 
метода для решения вопроса о конечности  финаль-
ного среднего веса a=f предлагается использовать 
асимптотический анализ РСС вершин, основанный 
на приближенном аналитическом описании РСС, 
получаемом методом среднего поля (МСП) [2]. 

Используя МСП, выведем, например, прибли-
женное аналитическое описание РСС вершин гра-
фа, выращиваемого при использовании весовой 
функции f(k)=k.  С учетом того, что число N вер-
шин в графе всегда равно времени t поступления 
очередного приращения, выполним следующие 
предписываемые МСП шаги (которые имеют до-
статочно простую вероятностную интерпретацию, 
поэтому не комментируются).

1). Запишем для изменения во времени средней 
степени k

i
 вершины i вытекающее из (1) диффе-

ренциальное уравнение 

 

 




 N

j
j

i
i

kf

kf
p

1

)(

)(    Ni ,...,1  

m
m mff

f
Q




  

1
1





 k

k

k
k Q

mff
mf

Q    1 mk  

k
mk

kQff 




  

)2)(1(
)1(2





kkk
mm

Qk    mk   

m
Qm 


1

1    11 
 kk Q

m
m

Q    mk   


k

kkQk    
k

kkQff  

at
mk

dt
dk ii



  

C
at
dt

mk
dk

i

i       Ct
a

k
m

i 




)ln(
1

1
1 1

 







 




1

1

1)ln(
)1(

Ct
a

m
ki  

mCi
a

m




 

 1
1

1)ln(
)1(    )ln(

)1(1
1 i

a
m

mC


   






 









1

1

1ln
)1(

m
i
t

a
m

ki  

km
l
t

a
m





 






  1

1

1ln
)1(    




















1

11 mk

m

a

e
t

l  
























1

11

1)(

mk

m

a

e
t
lt

kF    mk   

)(kF     kQ̂  





















1

11

)(ˆ
mk

m

a

k ek
m
a

kFQ    mk   

 

 и найдем его 

решение

  

 

 




 N

j
j

i
i

kf

kf
p

1

)(

)(    Ni ,...,1  

m
m mff

f
Q




  

1
1





 k

k

k
k Q

mff
mf

Q    1 mk  

k
mk

kQff 




  

)2)(1(
)1(2





kkk
mm

Qk    mk   

m
Qm 


1

1    11 
 kk Q

m
m

Q    mk   


k

kkQk    
k

kkQff  

at
mk

dt
dk ii



  

C
at
dt

mk
dk

i

i       Ct
a

k
m

i 




)ln(
1

1
1 1

 







 




1

1

1)ln(
)1(

Ct
a

m
ki  

mCi
a

m




 

 1
1

1)ln(
)1(    )ln(

)1(1
1 i

a
m

mC


   






 









1

1

1ln
)1(

m
i
t

a
m

ki  

km
l
t

a
m





 






  1

1

1ln
)1(    




















1

11 mk

m

a

e
t

l  
























1

11

1)(

mk

m

a

e
t
lt

kF    mk   

)(kF     kQ̂  





















1

11

)(ˆ
mk

m

a

k ek
m
a

kFQ    mk   

 

  или  

 

 




 N

j
j

i
i

kf

kf
p

1

)(

)(    Ni ,...,1  

m
m mff

f
Q




  

1
1





 k

k

k
k Q

mff
mf

Q    1 mk  

k
mk

kQff 




  

)2)(1(
)1(2





kkk
mm

Qk    mk   

m
Qm 


1

1    11 
 kk Q

m
m

Q    mk   


k

kkQk    
k

kkQff  

at
mk

dt
dk ii



  

C
at
dt

mk
dk

i

i       Ct
a

k
m

i 




)ln(
1

1
1 1

 







 




1

1

1)ln(
)1(

Ct
a

m
ki  

mCi
a

m




 

 1
1

1)ln(
)1(    )ln(

)1(1
1 i

a
m

mC


   






 









1

1

1ln
)1(

m
i
t

a
m

ki  

km
l
t

a
m





 






  1

1

1ln
)1(    




















1

11 mk

m

a

e
t

l  
























1

11

1)(

mk

m

a

e
t
lt

kF    mk   

)(kF     kQ̂  





















1

11

)(ˆ
mk

m

a

k ek
m
a

kFQ    mk   

 

,

 
т.е.  

 

 




 N

j
j

i
i

kf

kf
p

1

)(

)(    Ni ,...,1  

m
m mff

f
Q




  

1
1





 k

k

k
k Q

mff
mf

Q    1 mk  

k
mk

kQff 




  

)2)(1(
)1(2





kkk
mm

Qk    mk   

m
Qm 


1

1    11 
 kk Q

m
m

Q    mk   


k

kkQk    
k

kkQff  

at
mk

dt
dk ii



  

C
at
dt

mk
dk

i

i       Ct
a

k
m

i 




)ln(
1

1
1 1

 







 




1

1

1)ln(
)1(

Ct
a

m
ki  

mCi
a

m




 

 1
1

1)ln(
)1(    )ln(

)1(1
1 i

a
m

mC


   






 









1

1

1ln
)1(

m
i
t

a
m

ki  

km
l
t

a
m





 






  1

1

1ln
)1(    




















1

11 mk

m

a

e
t

l  
























1

11

1)(

mk

m

a

e
t
lt

kF    mk   

)(kF     kQ̂  





















1

11

)(ˆ
mk

m

a

k ek
m
a

kFQ    mk   

 

.              (7)

Константу C
1
 найдем из начального условия 

k
i
(i)=m:

                                                ,

Рис. 1. Расчет РСС Q
k
 в графе с НППС с весовой функцией f(k) = ln(k)
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Подставляя C
1
 в (7), окончательно получаем 

.                (8)

2). Используя (8), находим номер l такой верши-
ны, степень которой равна k:

                                                 ,   

т.е.      
.                     (9)

3). Отсюда получаем выражение функции рас-
пределения (ф.р.) степени k вершины, случайно вы-
бираемой в графе:

 ,          .      (10)

4). РСС Q
k
 вершин находим как производную 
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Через 
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 обозначена полученная приближенная 
оценка вероятности Q

k
. 

Применяя в сомнительных случаях представле-
ние РСС в виде ф.р. (10) или в виде распределения 
(11), можно определить математические ожидания 
(м.о.) k и a=f путем вычисления соответствую-
щих интегралов. Поскольку выражения (10) и (11) 
приближенные, точные значения k и f при этом 
найдены не будут. Но, поскольку скорость умень-
шения Q

k
 с ростом k (тяжесть хвоста) определяется 

выражениями (10) и (11) асимптотически точно, то 
и вопрос о конечности вычисляемых м.о. будет ре-
шен вычислением интегралов точно. Если мы полу-
чим конечное м.о. f, то рассчитаем его с нужной 
точностью уже с помощью рекуррентных формул 
(2)–(4). 

Пример 4. При весовой функции f(k)=k, когда 
0 <  < 1, в использовании выражений (10), (11) нет 
необходимости. Здесь асимптотическая скорость 
роста f(k) меньше, чем у функции f(k)=k: при лю-

бом с > 0 
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. Отсюда вытекает, что хвост 

распределения Q
k
 здесь не тяжелее, чем при ис-

пользовании весовой функции f(k)=k. Следователь-
но, f конечно и мы можем вычислять f с нужной 
точностью методом подбора параметра. 

При =1 формула (11) после раскрытия неопре-
делености в выражении показателя степени сво-

дится к виду 
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, где учтено, что a=k=2m.  

На рис. 2 полученное приближение 
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 сравнива-
ется с точным РСС Q

k
, рассчитанным по форму-

лам (2)–(4). График построен для приближения 
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, где c=1,50083 — поправочный коэффи-

циент. Коэффициент c не влияет на решение во-
проса о конечности м.о. f, но позволяет нагляднее 

показать одинаковую асимптотику скорости убыва-
ния вероятностей 
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 и Q
k
. 

Пример 5. Для случая весовой функции f(k)=k  

при  > 1 запишем, используя (10), выражение для 
м.о. k:

                                                           . 

Этот интеграл расходится к бесконечности при 
любом конечном a. В то же время в действитель-
ности k конечно: по построению графа k=2m. 
Следовательно, a∞. Поэтому, если мы в примере 3 
остановим расчет при некотором сколь угодно боль-
шом N и примем полученное конечное a в качестве 
приближенного решения, то допустим бесконечную 
ошибку. 

Итак, при использовании функции f(k)=k1,1 (при-
мер 3) а=, и, как вытекает из формул (2)–(4) при 
m=2, в финальном РСС получаем Q

2
=1, остальные 

Q
k
 все равны нулю. При =1,5 финальное РСС та-

кое же, причем это становится очевидным даже при 
имитационном моделировании (непосредственном 
выращивании) графа размером всего 100 000 вер-
шин. 

Пример 6. При весовой функции f(k)=kln(k), 
применяя МСП, получаем ф.р. степеней вер-

шин 
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 и, следовательно, 
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. Интеграл расходится к беско-

нечности при любом конечном a, следовательно,  
a∞. Метод подбора параметра приведет к беско-
нечной погрешности. 

Пример 7. При весовой функции f(k)=k0,9 lnk  
МСП применить не удается, так как решение ис-
ходного дифференциального уравнения не выра-
жается в элементарных функциях. Но конечность 
среднего веса вытекает из того, что асимптотиче-
ская скорость возрастания весовой функции здесь 
меньше, чем у функции f(k)=k: при любом с>0 
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. При расчете f методом подбора 

параметра получаем при N=10 000, 40 000, 1 млн, 
4 млн, 8 млн приближения f= 5,970803, 6,178251, 
6,520930, 6,620860, 6,661795 и, соответственно, при-
ближения k=3,744160, 3,770692, 3,832100, 3,860479, 
3,874862. Медленная сходимость объясняется тем, 
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Рис. 2. Сравнение скоростей убывания вероятностей Q
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 (прерывистая жирная линия) в графе 
с весовой функцией f(k) = k при m = 2



и
н

ф
о

рм
а

ти
к

а
,  

вы
ч

и
с

л
и

те
л

ьн
а

я
  т

ех
н

и
к

а
  и

  у
п

ра
вл

ен
и

е
о

м
с

к
и

Й
 н

а
у

ч
н

ы
Й

 в
ес

тн
и

к
 №

 4
 (

16
0)

 2
01

8

160

что асимптотическая скорость роста f(k)=k0,9 lnk 
становится меньшей, чем у функции f(k)=k, при 

очень больших k: отношение 
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 стано-

вится меньше единицы лишь при k3,43‧1015. Число 
N строк в расчетной таблице, при котором вес f за-
фиксируется с 6–7 значащими цифрами, будет еще 
на несколько порядков выше. То же самое можно 
сказать о размере N графа, при котором РСС Q

k 

приблизится к финальному. Можно сказать по-
этому, что РСС вершин растущего графа или сети  
с такой весовой функцией при любых практически 
достижимых размерах будет находиться в состоя-
нии переходного процесса. 

И хотя мы пока не знаем, как рассчитать фи-
нальный средний вес вершин этого графа, но мы 
знаем, что этот вес конечный, и поэтому можем 
поставить перед собой задачу его расчета и, соот-
ветственно, расчета финального РСС вершин этого 
графа. 

Заключение. В статье разработан метод расчета 
финальных РСС Q

k
 вершин графов с НППС, отли-

чающийся от ранее разработанного в [15] метода 
эффективным контролем погрешностей расчета. 
Поскольку расчет РСС Q

k
 является базовой про-

цедурой практически во всех применениях тео-
рии случайных графов с НППС, включая работы 
[11–14], разработанный в статье способ контроля 
погрешностей можно рассматривать как фундамен-
тальный вклад в основы теории случайных графов 
с НППС. 
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