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математИчесКая моДель 
оПтИмИзацИИ РазмещенИя 
ПРоИзВоДстВенных объеКтоВ 
на ПеРесеченном Рельефе 
ПРИ оДноУРоВнеВом 
РасПоложенИИ гоРИзонтальной
частИ КоммУнИКацИй
Предложены критериальная и целевая функции для минимизации затрат  
на реализацию коммуникационных связей между производственными объ-
ектами при условии их расположения на пересеченном рельефе. Комму-
никационные трубные и кабельные внешние проводки представлены тремя 
участками: первый и третий участки — вертикальные, второй (средний) — 
горизонтальный. Принято, что горизонтальная часть коммуникаций распола-
гается на одном общем для всех объектов уровне: либо на предварительно 
заданном, либо определяемом в процессе оптимизационного поиска. Допол-
нительные условия синтеза учитываются введением функции штрафа. Приве-
ден численный пример.

Ключевые слова: производственные объекты, пересеченный рельеф местно-
сти, затраты на реализацию коммуникационных связей, оптимизация. 

Оптимальное по тем или иным критериям раз-
мещение производственных объектов промыш-
ленных предприятий является актуальной науч-
ной и практической задачей, поскольку связано 
со значительными материальными затратами при 
их строительстве и эксплуатации. Проблема опти-
мального размещения производственных объектов 
широко обсуждается в научной литературе [1–18]. 
В основном рассматриваются задачи расположения  
объектов в производственных помещениях [1–13]. 
В работе [14] рассмотрена проблема размещения 
пожароопасных объектов с учетом рельефа мест-
ности. В работах [15–18] предложены методы оп-
тимального размещения объектов на выделенной 
для предприятия территории, с  плоским гори-
зонтально расположенным рельефом. В качестве  
критериев синтеза схем расположения объектов  
в этих работах были приняты затраты на реализа-
цию коммуникационных связей между ними и пло-
щадь, занимаемой ими территории. В работе [17] 
получена математическая модель, позволяющая 
рассчитывать затраты на реализацию коммуника-
ционных связей между объектами, расположен-
ными на территории с явно выраженным пересе-
ченным рельефом. При этом предполагалось, что 

горизонтальная часть коммуникаций прокладывает-
ся для каждой пары объектов на различных уров-
невых отметках, связанных с основанием объекта, 
имеющим меньшую аппликату в данной паре рас-
сматриваемых объектов. 

В ряде случаев с целью объединения эстакад, 
туннелей и других устройств, предназначенных для 
размещения трубных и кабельных коммуникаций, 
следует прокладывать их на одном либо на несколь-
ких общих для ряда коммуникаций уровнях.

В данной статье решается задача получения 
математической модели для синтеза оптимальных 
схем расположения производственных объектов  
на пересеченном рельефе в случае размещения 
коммуникаций на одной уровневой отметке. 

Поскольку три других критерия (площадь, раз-
меры и периметр выделенной территории) рас-
сматриваются при проектировании предприятий  
на пересеченном рельефе в проекции на некую го-
ризонтальную плоскость, то для синтеза схем рас-
положения объектов по этим критериям можно 
воспользоваться методами, предложенными в рабо-
тах [15–18].

При разработке математической модели для 
пересеченного рельефа воспользуемся понятия-
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ми и обозначениями, введенными в работе [17],  
а именно: t

ij
 — параметр, принимающий значение 

+1, если i-й объект по отношению к j-му является 
источником, и значение –1, если — приемником. 
Если между парой объектов нет коммуникационной 
связи, то параметр t

ij
 принимает значение, равное 

нулю. 
Понятно, что если i-й объект является источ-

ником, то j-й будет приемником, и наоборот; c
ij
 —

удельные затраты на реализацию горизонтальных 
участков коммуникационных связей между i-м и j-м 
объектами; cn

ij
 и cv

ij
 — удельные коммуникацион-

ные затраты при подаче технологических материа-
лов по направлению соответственно вниз и вверх; 
z

i
 и z

j
 — соответственно высоты оснований i-го  

и j-го объектов относительно нулевой отметки пред-
приятия либо другой принятой высотной  геодези-
ческой отметки.  

В отличие от постановки задачи в работе [17], 
будем полагать, что коммуникационные связи меж-
ду каждой парой объектов имеют три  участка: 
первый и третий — вертикальные, а второй (сред-
ний) —горизонтальный (рис. 1 и 2). Горизонтальная 
часть коммуникаций  имеет в качестве начальных 
координат координаты x

i
, y

i
 центра геометриче-

ского образа основания i-го объекта, а в качестве 
конечных — координаты x

j
, y

j
 центра геометриче-

ского образа основания j-го объекта (i = 1,…, n–1;  
j = i+1,…, n; здесь: n — число объектов). При рас-
чете этого критерия будем, как отмечалось, считать, 
что горизонтальная часть коммуникаций для всех 
пар объектов прокладывается на одном относитель-
но нулевой отметки предприятия уровне.

Таким образом, в принятой математической мо-
дели реальный профиль коммуникаций (наклонный, 
ступенчатый и т. п.) представляется в виде строго 
вертикальных и горизонтальных участков (рис. 1 
и 2), что вполне приемлемо, поскольку позволяет 
учесть затраты на подачу технологического про-
дукта, связанных именно с перепадом высот между 
каждой парой объектов.

К назначению общего для горизонтальной части 
коммуникаций уровня может быть два подхода:

а) общий уровень задается лицом, принима-
ющим решение, по тем или иным соображениям  
и в ходе оптимизационного синтеза остается неиз-
менным;

б) общий уровень горизонтальной части комму-
никаций принимается, наряду с координатами цен-
тра геометрического образа основания объектов,  
в качестве свободного параметра синтеза и подле-
жит поиску в ходе минимизации целевой функции.

Заметим, что геометрические образы оснований 
и i-го и j-го объектов могут также располагаться как 

выше, так и ниже общего уровня горизонтальной 
части коммуникаций. 

Как и в работах [14, 16], критериальные функ-
ции, учитывающие затраты на реализацию комму-
никационных связей, получим для двух случаев про-
водки  их горизонтальных частей: по кратчайшему 
расстоянию (критерий K1

) и по так называемым 
«ломаным» катетам (критерий K

2
). На основании 

рис. 1 и рис. 2 запишем следующие аналитические 
выражения названных критериальных функций:

                                                ;
 
                                                ,

где V — вектор координат x и y центров геоме-
трических образов оснований i-го и j-го объектов 
и аппликаты общего уровня горизонтальной части 
коммуникаций: 
 

V = V(x
i
, y

i
; x

j
, y

j
; zg); (i=1,…, n–1;  j=i+1,…, n);

                                                            ;

                                                         ;

h
i
(x

i
, y

i
, zg) = z

i
(x

i
, y

i
) – zg; 

h
j
(x

j
, y

j
, zg) = z

j
(x

j
, y

j
) – zg;  

 

zg — аппликата общего уровня горизонтальной ча-
сти коммуникационных проводок относительно ну-
левой отметки предприятия либо другой принятой 
высотной  геодезической отметки.   

Примеры заполнения матриц параметров t
ij
, cn

ij
 

и cv
ij
  приведены в  статье  [16].  При оптимиза-

ционном проектировании схем расположения про-
изводственных объектов должен быть учтен целый 
ряд дополнительных условий. Одними из основных  
являются требования по регламентированным ми-
нимально допустимым расстояниям между объек-

Рис. 1. Расположение объектов по вертикали, 
когда источник i-й объект

Рис. 2. Расположение объектов по вертикали, 
когда источник j-й объект
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тами на просвет в проекции на горизонтальную 
плоскость. На основании комплекса дополнитель-
ных условий синтеза  схем расположения объектов 
формируется функция штрафа S(x

i
, y

i
; x

j
, y

j
) [3, 18].  

Таким образом, целевую функцию для оптими-
зационного синтеза схем расположения  объектов 
на пересеченном рельефе в общем виде можно 
представить следующим образом:

Z (V) = K(V) + pS(x
i
, y

i
; x

j
, y

j
),

где  

p — весовой коэффициент функции штрафа.
С целью проверки адекватности предложенной 

математической модели проведен численный экс-
перимент для предприятия со следующими параме-
трами: число объектов — 5; допустимые расстоя-
ния между i-м и j-м объектами на просвет (табл. 1);  
размеры геометрических образов оснований объ-
ектов (табл. 2); данные об объектах-источниках  
и объектах-приемниках (табл. 3); удельные комму-
никационные затраты при подаче технологического 
продукта: по горизонтальной части (табл. 4); вверх 
(табл. 5); вниз (табл. 6). Линии уровней рельефа пе-
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таблица 1

Допустимые расстояния, м

i\j 1 2 3 4 5

1 × 50 20 30 40

2 – × 90 80 10

3 – – × 35 60

4 – – – × 10

таблица 2

Размеры оснований объектов, м

Размеры 1 2 3 4 5

a 20 40 60 50 30

b 40 15 20 50 40

таблица 3

Значения параметра t
ij

i\j 1 2 3 4 5

1 × 1 1 0 –1

2 – × 0 –1 1

3 – – × 1 0

4 – – – × –1

таблица 4

Коммуникационные затраты (горизонтальная часть)

i\j 1 2 3 4 5

1 × 35 10 0 40

2 – × 0 20 10

3 – – × 5 0

4 – – – × 1

таблица 5

Коммуникационные затраты (подача вверх)

i\j 1 2 3 4 5

1 × 50 30 0 100

2 – × 0 60 20

3 – – × 30 0

4 – – – × 10

таблица 6

Коммуникационные затраты (подача вниз)

i\j 1 2 3 4 5

1 × 5 4 0 15

2 – × 0 8 1

3 – – × 3 0

4 – – – × 1

Рис. 3. Результирующие положения объектов 
и траектории движения  центров оснований объектов 

из начального в конечное
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ресеченной местности,  выделенной для расположе-
ния предприятия,  представлены на рис. 3. Решение 
задачи велось при расчете длины коммуникаций  
по кратчайшему расстоянию, то есть из условия ми-
нимизации критерия K

1
.

Координаты расположения центров геометриче-
ских образов оснований объектов, принятые в ка-
честве начального решения (x

Н
, y

Н
) и полученные  

в результате оптимизационного поиска (x
Р
, y

Р
), пред-

ставлены в табл. 7. Там же приведены начальное zg
Н
 

и результирующее zg
Р
 значения аппликаты общего 

уровня горизонтальной части коммуникационных 
проводок. На рис. 3 показаны начальные и резуль-
тирующие положения объектов и траектории дви-
жения центров геометрических образов оснований 
объектов из начального в результирующее.

По сравнению с начальным решением (К
1
= 

=624689,46 ед.‧м) коммуникационные затраты 
удалось снизить до К

1
=406617,26 ед.‧м, то есть  

на 34,91 %. Из сопоставления полученных резуль-
татов видно, что предложенная математическая мо-
дель дает возможность заметно снизить коммуника-
ционные затраты при выполнении дополнительных 
условий по минимально допустимому расстоянию 
между объектами на просвет (S = 0).

В заключение отметим, что полученная в насто-
ящей работе математическая модель позволяет: во-
первых, решить задачу оптимального размещения 
производственных объектов создаваемого предпри-
ятия на выделенной траектории с пересеченным 
рельефом, во-вторых, расширить перечень терри-
торий, пригодных для размещения предприятий, 
за счет перехода от равнинной местности к пере-
сеченной, в-третьих, оценить при необходимости 
на предпроектной стадии пригодность выделенной 
территории для размещения на ней данного про-
мышленного предприятия. 
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x
Р
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y
Р
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zg
Н
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zg
Р
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о моДелях 
гомеостатИчесКИх сИстем 
на осноВе ДИффеРенцИальных
УРаВненИй со стохастИчесКИмИ 
ПаРаметРамИ
Для описания динамики социума предлагается использовать вместо тради-
ционных полностью детерминированной или стохастической модели мате-
матическую модель дифференциальных уравнений со стохастическими ба-
зовыми параметрами. Построенная четырехкомпонентная модель социума 
соотносится с гомеостатической системой третьего типа. Анализ показывает, 
что часть таких естественных систем допускает описание моделями, органи-
чески сочетающими свойства детерминированных и стохастических систем. 
Внутреннее управление и гомеостазис дают в динамике детерминированные 
по функциональным связям взаимодействия между компонентами системы, 
а стохастичность возникает как результат влияния элементарных взаимодей-
ствий между более простыми составляющими системы. 

Ключевые слова: гомеостатическая система, детерминированная модель, сто-
хастическая модель, динамика сложной системы, гомеостазис, статистическая 
неустойчивость.

Введение. Действие множества факторов в есте-
ственных системах сколько-нибудь объективно уда-
ется описать только через понятия изменяемых во 
времени объективных связей, называемых управля-
ющими связями по аналогии с техническими систе-
мами. Сложные естественные системы, как пока-
зывает анализ, существуют только до тех пор, пока 
встроенные в них системы управления поддержи-
вают гомеостазис этих систем [1]. Внутренние под-
системы, реализующие управление состояниями 
таких систем,  обеспечивают своим функциониро-

ванием сохранение требуемых для их существова-
ния локальных состояний и условий устойчивости 
этих состояний. В частном случае это температур-
ный баланс для необходимого диапазона биохими-
ческих реакций или поддержание условий питания 
биологической или социальной системы. 

Естественные системы по сравнению с техниче-
скими, содержат очень большое число образующих 
их элементов и подсистем, поэтому для научных 
исследований динамики и прогнозирования воз-
никает трудная проблема точного математического  


